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En dlgebra se utilizan letras para representar numeros. Las
letras utilizadas para representar estos
denominan variables. Las combinaciones de variables vy
ndmeros junto con operaciones matemadticas forman
expresiones algebraicas, motivo de nuestro estudio.

nameros se

- /

1 EL ALGEBRA COMO PARTE FUNDAMENTAL DE LA
MATEMATICA

1.1 POLINOMIOS
1.1.1 DEFINICION

Es la expresion algebraica racional entera que consta de dos o mas
términos.

Un polinomio en una variable tiene la forma:

P(x) = ax™ + ap_1x" 1+ + a;x + a

Donde:

n: Exponente{n = 0;1;2;3 ...}
x: Variable definida

ay, 4, .., A, Coeficientes

a,: Coeficiente principal.

ay: Término independiente

Propiedades:
La suma de coeficientes del polinomio: P(1)
El término independiente: P(0)
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1.1.2 GRADOS DE UN MONOMIO

Es la suma de los exponentes de las
E variables.
2
o M(x;y;z) = —9a3x°y3z*
P
< GAM)=5+3+4=12
\¢ — Y
_ I
——~| El exponente de cada variable.
g M(x;y;z) = 26x6y°z3
=
E GR(x) =6
e« GR(y) =5
GR(z) =3
VA =
\ i3
1.1.3 GRADOS DE UN POLINOMIO
\

ABSOLUTO

Es el mayor grado absoluto de sus términos.

M(x;y;z) = 4b*x3® + 7x%y3 — 1122
G.A=3 G.A=5 G.A=2

GA(M) =5

RELATIVO

\_

(e

M(x;y;z) = 4x3 + 7x%y3 — 1122

s el mayor exponente de cada variable.

GR(x) =3
GR(y) =3
GR(z) =2

J
~

1.1.4 CLASES DE POLINOMIOS

POLINOMIO Todos sus términos son de igual grado absoluto.
o) — 40,7 _ 9.94,2 10
HOMOGENEO P(x;y) = 9ax*y’ — 2x°y* + 3x'%
GA=11  G.A=11  G.A=11
POLINOMIO Es aquél cuyos coeficientes de los términos son
. ceros.
IDENTICAMENTE
P(x) = ax?+bx+c
NULO a=0, b=0, ¢c=0
Polinomio de una variable que tiene coeficiente
POLINOMIO principal uno.
MONICO P(x) = 4x — 8x% + x3
Alx) =x*+3x—1
Es aquel polinomio que presenta todos sus
POLINOMIO exponentes desde el mayor hasta el cero.
c) — 231 24,2 — 2v3
COMPLETO P(x;y) = xy = x%y” + x — 3y
Es completo respecto "x" y también respecto a
llyll'
Si los exponentes de una variable presentan un
POLINOMIO orden vya sea a'scendenlte o descendente
respecto a esa variable serd ordenado.
ORDENADO P(x;y) = xy® — 2x%y% + x6y? — x10y
Es ordenado descendentemente respecto a
"y"mientras que respecto a "x" es ascendente.
Si sus términos semejantes tienen coeficientes
iguales.
POLINOMIOS
P(x) = ax>+bx+c
IDENTICOS Q(x) = mx?+nx+p
SiP(x)=Q(x) ;sia=m,b =n,c =p.

H
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POLINOMIOS
EQUIVALENTES

Son aquellos que, teniendo formas distintas, al
asignar cantidades iguales a sus variables dan
como respuesta igual valor numérico.
PO;y) = (x* —xy +y*)(x + )
Q(x;y) = x*+y3
P(3;2) = Q(3;2) =35

-

1.1.5 DIVISION DE POLINOMIOS. ALGORITMO DE LA DIVISION

l ALGORITMO DE LA DIVISION J

En la division
tenemos:

D(x)

r(x) | q(x)
D (x)= Dividendo
d(x)= Divisor
q(x)= Cociente

r(x)= Residuo

T s

Se cumple:

[D(x) = d(x).q(x) + r(x)]

Donde: d(x) # 0;
r(x)=0 6 grad[r(x)] < grad[d(x)]
Por ejemplo:

—7x+4=(x—-2)(x*+2x—-3) - 2
D(x) d(x) q(x) r(x)

\_ )

\_ /

\_

PROPIEDADES:

|grad[D(x)] > grad[d(x)]]

|gradlq(x)] = grad[D(x)] — grad[d(x)]|

)

4 )

EXACTA: Si
D(x) es divisible por d(x).

d(x) es un divisor o es un

factor de D(x).
-/
/INEXACTA' Si
S 70
D(x) = d(x)-q(x) +r(x)

Donde:
0 < grad[r(x)] < grad[d(x)]

\_

~

/
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1.1.6 TEOREMA DEL RESTO

[ TEOREMA DEL RESTO ]

/
division.

e Seiguala el divisor a cero.
e Se despeja la variable.

Consiste en hallar el residuo o resto sin realizar la

e Se reemplaza este valor en el dividendo.

/EJEMPLO:
Calcular el resto de dividir:

x—4)7" + (x%>+x—7)8
xX—2

Aplicando el teorema:
x —2 = 0;entoncesx = 2

Rx)=2-4)7"+22+2-7)8

K R(x) = —127

PROBLEMAS Y EJERCICIOS RESUELTOS:

1. Si el siguiente polinomio es completo y ordenado:

P(x) — 3xa+b+c + xb+a _ xb+8 + xb+7'
Calcular2a + b — ¢

A.9

C. 11
D. 12
E. 13

RESOLUCION:

Del polinomio dado nos dicen es completo y ordenado, deducimos
que es de forma descendente, por lo tanto x?*7es el término
independiente.

P(x) = 3xa+b+c + xb+a - xb+8 + xb+7

Ahora el exponente del término independiente lo igualamos a cero.

b+7=0
b= -7
Ademas, se cumple que la expresién: b + 8 =1
Luego: a+b=
a+(E7)=2
a=9
Ademas:
a+b+c=3
9+ (-7)+c=3
c=1
Nos piden: 2a +b — ¢
29)+(-7)—1=10
2a+b—-—c=10

RPTA: B

2. Si el polinomio:
R(x) = x(ax?* + bx + ¢) — 2x(bx®? + cx + d) + 2d — 1,
idénticamente nulo.

Calcular: ¥/2abcd.

N

es
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RESOLUCION:
Multiplicando y ordenando el polinomio en forma ascendente:

R(x) = x(ax® +bx +c) —2x(bx* +cx+d)+2d -1
R(x) = ax® + bx? + cx — 2bx3® — 2cx? — 2dx 4+ 2d — 1
Rx)=(a—=2b)x>+ (b —-20)x*+ (c=2d)x+2d -1

Luego, por ser polinomio idénticamente nulo, todos sus coeficientes

deben ser igual a cero:

1
2d—1=0—>2d=1—>d=§

1
c—2d=0 > c=2d - c=2(5)—>c=1

b—2c=0-> b=2c » b=2(1) » b=2
a—2b=0-> a=2b > a=202) > a=4
Finalmente, hallamos:

Y2abcd

3\/2(4)(2)(1) (%) e - 2

RPTA: B

3. El dinero ahorrado por Maria, para comprar el regalo a su abuelita
por Navidad, estd dado por un monto en soles, numéricamente igual
a veinte veces el grado absoluto del polinomio:

a7 9-a b4 12-b
Px;y)=ax 2z y» 84+ (b—-3)x3 y6 +(a+b—7)x%y 2

éCuanto es el monto ahorrado?

A. S/120
B. $/203
C. S/140
D. S/250
E. $/200

RESOLUCION:
Por propiedad del exponente de un polinomio:
a—7 9—-a
=0 A k& 0 A
a=7 AN a=0 A a<?9
7<a<9
Como:a €Z" - a=1{7;8;9}

- b—4>0 A 12—b>0
6 2 &=
b=8 >4 A b <12
8<b<12

Como:a €Z* — b ={8;9;10;11;12}
Luego, deducimos:
== A b =10
Reemplazamos estos valores en los exponentes y obtenemos el
polinomio:
P(x;y) = 9xy? + 7x%y1 + 12x%y?

El polinomio es de grado 10

Finalmente, el monto ahorrado es:
20(10) = S5/200
RPTA: E
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4. El término independiente del polinomio ménico:

n
P(x;y) =3x"+2x17 ™" — x4 533+ (b—n)x™2+7—n
+ 3b,
representa la cantidad (en soles) que tiene Mauricio. ¢ Cuanto le
quedaria, sigasta "b + 2" soles?

A. S/12
B. $/20
C. S/14
D. $/25
E. §/22

RESOLUCION:
Por propiedad del exponente de un polinomio:
n=20A17-n>20A n—-14=20A n+2=>0

n=0A n<17 A n=14 An=-2
neZ*
3
~14 <n < 17
Luego: n=15

Reemplazamos estos valores en los exponentes y obtenemos el
polinomio:
P(x) =3x® +2x2 —x+5x°+ (b —15)x" —8+3b
Como es polinomio Mdnico, el coeficiente principal es 1:
b—15=1 - b=16
El término independiente es:
3b—8=13(16) — 8 =40
El dinero que tiene es: S/40
Gasté: b+2=16+2 =S5/18
Por lo tanto, le quedaria: 40 — 18 = S/22
RPTA: E

5. Si los polinomios:
P(x) =2(mx+n)? +mx?—-2ny
R(x) = 4(9x% + 8x + p), son idénticos.
Calcular P(—1), sabiendo que: m > 0.

A. 8
B. 12
C. 4
D. 14
E. 9

RESOLUCION:
Dos polinomios son idénticos si los coeficientes de sus términos
semejantes son iguales.

Para lo cual acomodamos los polinomios.
P(x) = 2(mx +n)? + mx?—2n

P(x) = 2(m?x? 4+ 2mnx + n?) + mx? — 2n
P(x) = 2m?x? + 4mnx + 2n? + mx? — 2n
P(x) = 2m? + m)x? + 4mnx + 2n? — 2n

R(x) = 4(9x% + 8x + p)
R(x) =36x% +32x + 4p

Como los polinomios son idénticos debe cumplir:
2m?+m=36 ..()
4mn = 32 ..(ID
2n? —2n=4p ..(1I)

En la ecuacién (I):
2m? +m = 36
2m?+m-36=0
m-4)2m+9)=0
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m=4 V m= 7
Pordatoom > 0 ~ m=4
Reemplazamos en (II):
4mn = 32
4(4)n = 32
16n = 32
n=2
Reemplazamos en (III):
2n?—2n=4p
2(2)2 - 2(2) = 4p
4=4p
p=1
Calculamos: R(—1)
R(x) = 36x% +32x + 4
R(—=1) =36(—1)2+32(-1) + 4
R(-1)=36—-32+4
~ R(-1)=8
Finalmente: P(x) = R(x) —» P(-1) = R(-1)
~P(-1)=8
RPTA: E

6. Don Benigno recibe un bono, cuyo monto en soles, se deposité en

el banco. El valor numérico de este monto, resulta ser la suma de los
coeficientes del siguiente polinomio homogéneo:

P(x;y) = (2r+ 4)x7y"2 + 7mx™y" + 3m + 8r)x3"y"2‘14

Si el banco le cobra una comision del 10% del depdsito, écuanto
recibe finalmente Don Benigno?

A. S/507,6

B. $/502
C. S/500
D. S/400,4
E. $/504,6

RESOLUCION:
El polinomio es homogéneo:

P(x;y) = 2r + Dx7y™ + 7mx™y" + (3m + 8r)x3"y"

Entonces:
7+n?=m+r=3n+n?-14
7+n?=3n+n?>-14
21=3n - n=7
7+n>=m+r
7+7°=m+r
56 =m+r
El bono es el valor numérico de la suma de coeficientes:
Ycoef.P(x;y)=2r+4+7m+3m+ 8r

=10m+ 10r + 4
=10m+r)+4
=10(56) + 4 = S/564
La comision:
0, My
10% (564) = 100 (564) S/56,4

Finalmente, recibe:
S§/564 —S/56,4 =S/507,6

7. Observar la siguiente operacion e indicar el valor de “m — a’,

siendom = 0.

2-14

RPTA: B
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S5mx3 —5ax*+cx—9| mx —3
—5mx> + ex? mx%+x +3
mx?% +cx
—mx? +dx
ex —9
—ex +9
0 0
A. =3
B. —2
C. -1
D. 2
E. 3
RESOLUCION:

Aplicamos el algoritmo de la divisidn:

D(x) = d(x)Q(x) + R(x)
5mx3 —5ax®’+cx—9=(mx —3)(mx®*+x +3)+0

Igualamos solamente los términos: cubicos y cuadraticos
5mx3 = m2x3

5m = m?
5m—m? =
m(5—-m) =0
m =0 (no cumple) v m=5
->|m=5
—5ax? = —3mx? + mx?
—5ax? = —2mx?
—5ax? = —2(5)x?
—5a = —-10
a=2

Entonceselvalordem —a=5—-2=13

RPTA: E

8. Al dividir P(x) entre (x + 1)(x + 2)(x* + 1), se obtiene un resto
igual a: "3x — 2"; hallar el resto de dividir P(x) entre "x + 2"y P(x)

entre "x + 1".
A.—-8;5

B. —8:-5

C. 8;-5

D. 0;0

E. =5: 3
RESOLUCION:

Por el algoritmo de la divisién:

D(x) = d(x).Q(x) + R(x)
Reemplazamos:
PX)=(x+Dxx+2)x*+1)0(x)+3x—2...(D

Si:
T o R P(2)
Reemplazando en (I); x = —2
P(=2) = (=1)(0)(17)Q(-2) 5 6 =2

P(-2)=-8 - Ry(x)=-8
Si:

:f)l - R,(x) =P(-1)
Reemplazandoen (I); x = —1

P(-1) = (0D @)Q(-1) -5
P(-1)=-5 - Ryx)=-5
“Ri(x)=-8 y R,(x)=-5

RPTA: B
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1.2 PRODUCTOS NOTABLES

Son aquellos productos que se rigen por reglas fijas y cuyo resultado

puede hallarse por simple inspeccidn. Los mas importantes son:

CUADRADO DE UN BINOMIO

(a + b)? = a? + 2ab + b?
(a — b)? = a*? — 2ab + b?

IDENTIDADES DE LEGENDRE

(a + b)? + (a — b)? = 2(a® + b?)
(a+ b)? — (a—b)? = 4ab
(a+ b)3 + (a— b)3 = 2a(a? + 3b?)
(a+ b)3 — (a—b)3 = 2b(b? + 3a?)
(a + b)* — (a — b)* = 8ab(a? + b?)

CUBO DE UN BINOMIO

(a + b)? = a3 + 3a%b + 3ab? + b3
(a+ b)3 = a3+ b3 + 3ab(a + b)
(a — b)3 = a3 — 3a®b + 3ab? — b3
(a—b)3 =a® - b3 —3ab(a—b)

DIFERENCIA DE CUADRADOS

(a + b)(a=Db) = a®> — b?

DIFERENCIA Y SUMA DE CUBOS

a® — b3 = (a — b)(a? + ab + b?)
a® + b3 = (a + b)(a® — ab + b?)

PRODUCTO DE BINOMIOS QUE TIENEN UN TERMINO COMUN

(x+a)(x+b)=x*+(a+b)x+ab
(x—a)(x—b)=x*—-(a+b)x+ab
x+a)(x+b)(x+c)=x3+(a+b+c)x*+ (ab + ac + bc)x + abc

TRINOMIO AL CUADRADO

(a+b+c)?=a%+b%+c*+2(ab + bc + ac)

TRINOMIO AL CUBO

(a+b+c)¥=a>+b3+c2+3(@+b)b+c)a+c)
(a+b+c)d=a®+b3+c3+3(a+b+c)ab+ ac+ bc) — 3abc
(a+b+c)® =3@@+b+c)a*+b*+c?) —2(a®+ b3+ ) + 6abc

IDENTIDAD DE LAGRANGE

(ax + by)? + (ay — bx)? = (a*? + b*)(x* + y?)

IDENTIDAD DE ARGAND

(me + xmyn + yZn)(me 5 xmyn A yZn) = x4m meyZn + y4n
CASOS PARTICULARES:
+x+1D)2—x+1D)=a*+x*+1

G +x"+ D —x"+ 1) =x"+x*" +1

IDENTIDADES CONDICIONALES

Si;ta+ b+ c = 0,se cumple:
a? + b? + ¢* = -2(ab + ac + bc)
a® + b3 + ¢ = 3abc
a* + b* + ¢* = 2(a®b? + a*c? + b%c?)
a® + b> + ¢® = —5abc(ab + ac + bc)
(ab + bc + ac)? = (ab)? + (bc)? + (ac)?

Si: @ = b = c, se cumple:

a’" + b*" + ¢®" = a™b™ + ac" + b"c"

a’ + b%+c? =ab + ac + bc

PROBLEMAS Y EJERCICIOS RESUELTOS

1. Si se cumple que:
n?—4n-1=0
Calcular:
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n —n°+n
B = 5
n
A. 14
B. 13
C. 19
D. 15
E. 17
RESOLUCION:
Acomodando “B”:
n” n®> nd
B 5 it
1
B=n?—1+4+— ()

De la condicidn:
n?—4n—-1=0

n% Mse= 4n
n¢—1
=4
n
n¢ 1
i )
n n

1
n——=4 -l
n

Aplicando el cuadrado de un binomio a (1), se tiene:

1 2
o2 o
n

1 1
nZ—Zn(—>+—2:16
n n

1
n?-2+—=16
n
1
Tl2+—2= 18
n

Reemplazando en (1), resulta:

B=n2+—2—1
n

B= 18 -1

& B=17
RPTA: E

2. Si:
x2+5x—-vV3=0
Calcular:

B=x(x+2)(x+3)(x+5)—6V3
A1
B. V3
C.3
D.6
E. 6V3
RESOLUCION:

De enunciado, se tiene:
x24+5x—+/3=0
x?+ 5x = V3 (%)
Agrupando adecuadamente “B”:
B=x(x+5(x+2)x+3)-6V3

Aplicando propiedad distributiva y empleando producto de binomios
gue tiene un factor comun, se obtiene:

B=(x2+5x)(x2+5x+6)—6V3

Reemplazando (*) en la ultima expresion:
B =V3(3+6)—6V3

B=3+6V3—-6V3
~B =3
RPTA: C

10|
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RPTA: E

3. Simplificar:

A=(x3-3x)2-[(x+Dx-DPx+2)(x—-2) 4. En la siguiente tabla se muestran las seis etapas de la vida humana,

mooOowp>»
B W N RO

RESOLUCION:
DeI enunciado tenemos:
A=(x32-3x)°—-[(x+Dx—DPP(x+2)(x—2)

o, .n

Factorizando “x y aplicando diferencia de cuadrados:

=[x(x?-3)]? — (2 — 1)?(x2 — 4)
Acomodando:
A=[x(x*—-1-2)?—[x2—-1]2(x*—1-13)
Haciendo un cambio de variable:
n=x2-—1-(x)
Cambiando y resolviendo:
= [x(n — 2)]* = n?(n—3)
A=x*(n-2)2—n?*(n—23)
Aplicando cuadrado de un binomio:
A=x2(n*> —4n+4) —n3+3n? .. (xx)
De (*), se tiene:
x’=n+1

Reemplazando en (xx):

A=m+1DM?*—4n+4) —n3 + 3n?

Aplicando propiedad distributiva, resulta:
A=n3—4n* +4n+n? —4n+ 4 —n’ + 3n?
. A=4

segun Havighurst:

ETAPA DESDE | - | HASTA

!nfanc!a y primera Nacimiento - 6  afos
infancia

Infancia media 7 - 12  afios
Adolescencia 13 - 18 afios
Adultez temprana 19 - 30 afos
Edad madura 31 - 60 afos
Madurez tardia 61 - en adelante

Si la edad de Maria (en anos), la encontramos en:
E=(a+b)?+(a—b)2—-2a)32+6ala+b)a-b)+7
Determinar la etapa en la que se encuentra Maria.

A. Infancia media.

B. Adolescencia.

C. Adultez temprana.
D. Edad madura.

E. Madurez tardia.

RESOLUCION:
Por dato, la edad de Maria es “E”:
E=(a+b)?+(a-b)>-QRa)?+6ala+b)la—b)+7

Acomodando “E”:
E= (a+b)3+(a—b)3+3(§g)(a+b)(a—b)—(2a)3+7




PRUNSA

_&m

E=(+b)+(@-b)2+3[(a+b)+ (a—b)](a+b)(a—D>b)
- Qa)3+7
Por cubo de un binomio, se tiene:
E=[(a+b)+(a-b)]?—-QRa)3+7
E=(2a)?—-Qa)3+7
E=7
Por lo tanto, Maria se encuentra en la etapa de infancia media.

RPTA: A

5. Peru, es uno de los cinco paises con mayor diversidad de primates,
determinar esta cantidad dada por:
U=P-8
Si:
ER = V49 -7 +1
EZ+R2=37+1
P=(E+R)*-(E-R)?

A. 56
B. 64
C. 26
D. 42
E. 49

RESOLUCION:
Del enunciado tenemos:
P=(E+R)*-(E-R)*
Acomodando, se tiene:
P =[(E +R)?)?> - [(E - R)?]?

Diferencia de cuadrados
P =[(E +R)*+ (E — R)*][(E + R)* — (E — R)?]
Aplicando la Identidad de Legendre:
P = [2(E? + R?)][4ER]

P =8(E? + R*)(ER) ...(D)
Reemplazando las condiciones dadas en el enunciado en (1), resulta:
P=8(7+1)(Y49-V7+1)
suma de cubos
P=8(Y7 +1%)
P=8(7+1) =64
Nos piden el nimero de especies primates de Peru, dada por:
U=P—-8
U=64-8
~ U =56

RPTA: A

6. Hallar un punto de corte con el eje “x”, si el valor de su abscisa lo
encontramos al resolver “M”, en:
(m3 + i3 + 0®)(m? + i? + 0?)
mio(mi + io + mo)

M =

Donde:
m=+V11++V13 -7
i =7 +V13 -2V11
o =+11-2V13

A. (—13;0)
8. (0; v7)
C. (-6;0)
b. (VIT;0)
E. (17;0)

RESOLUCION:
Calculamossm+ i + o

m=+11++V13 =7




i =7 +V13 -2V11

0o =+11-2V13
-m+i+o0=0

Por producto notable condicional, se cumple que:
m3 + i3 + 03 = 3mio
También:
m? +i% + 0% = —2(mi + io + mo)

Reemplazando en “M”, se tiene:
(m3 + i3 + 03)(m? + i% + 0?)

PRUNSA

M = ; e
mio(mi + io + mo)
1 3mio[—2(mi + io + mo)]

mio(mi + io + mo)

Simplificando:
M=-6
Sea “P” el punto de corte con el eje de las abscisas:
P(x;0)=(M;0)=(-6;0)

~ P=(-6;0)

7. Si:
ra V7
pP+q* 7

Calcular el valor de:

A. 625
B. 527
C. 225
D. 64
E. 49

RPTA: C

RESOLUCION:
Del enunciado tenemos:

pg V7
p?+q® 7
Invertimos ambos miembros:
p’+q* 7
pq V7
Racionalizando:
pP+q® 7 V7
pq N
p? + q* 3 77
qu 2 {
p°+q 57
pq
Acomodamos:
2 2
il ngll
pq pq

Pyl .
q bp
Elevando (1) al cuadrado:
2 2
(E + 2) = (V7)
q bp
Desarrollando el binomio al cuadrado:
2 2
) +2(G)G) () =7
q , q Pz p
B e2e(3 -
q p

<§)2 + (%)2 —5 .. (D

Elevando (Il) al cuadrado:

T —
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2 212
R
q p
Desarrollando el binomio al cuadrado:
p\* P\ (a\*  (a\*
(5) +2() G) + () =25
q . q f P
(3) +2+(ﬂ> s
q . A p
(B) +(;7—)) — 23 .. (11D

q
Elevando (lll) al cuadrado:

6+ @] ===

Desarrollando el binomio al cuadrado:
8 4 4 8
5) +2() G) +() =529
q q p p

(S): 2 +8(%)8 ~ 529
B+ =

~ R =527
RPTA: B

8. Cada fin de mes, Irene, recibe una propina (en soles), dada por la
suma de los cubos de tres nimeros. Si se sabe que, la suma y el
producto de ellos es 8 y 12 respectivamente; ademas, la suma de los
productos dos a dos (productos binarios) de los nimeros es 19.
Calcular la propina que recibira Irene en el ultimo trimestre del afio
2023.

A. S/88
B. S/180

C. S/276

D. S/356

E. S/420

RESOLUCION:

Por dato:
a+b+c=8
abc =12

ab + bc +ac =19
La propina mensual de Irene es:
a® + b3+ c3
Por la identidad de trinomio al cubo, se tiene:
(a+b+c)=a+b3+c2+3(a+b+c)ab+ bc+ ac) —3abc
Reemplazando valores, resulta:
(8)3 =a3+ b3+ c3+3(8)(19) — 3(12)
512 = a3+ b3+ 3+ 456 —36
a®+ b3 +¢3 =92
La propina a recibir Irene, en el ultimo trimestre del afio 2023 es:
3(92) =5/276
RPTA: C

i
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1.3 COCIENTES NOTABLES

Son ciertos cocientes que se escriben por simple inspeccidn, sin
necesidad de realizar la divisidn. Se caracterizan por ser cocientes

exactos.
FORMA GENERAL:
x™ +
. ;Donde x A ysonlasbases;n e NAn > 2
CASOS:
n E N lln”
n=2 PAR O IMPAR
X" -yt 1 2 2 1
-  vd | — n= n— n— n—
Xx—y =X +xT Yy +eet+xyTc+y
Tk — xn—kyk—l
n eN
“n” IMPAR
n=2
xn + yn — xn—l . xn—zy + _—— xyn—z + yn—l
Xty Ty, = i_xn—kyk—l
(+), sik esimpar
(=), sik es par
n E N ' »n
n>2 n” PAR
x™ — yn — xn—l _ xn—zy 4+ 4 xyn—z _ yn—l
xX+y Ty = £x"kyk-1
(+), si k esimpar
(=), si k es par
x4+ y"
No es C.N.
xX—-y

PROPIEDADES:

L x®+ yb ] .
SieT Jd; esun C.N. se cumple que:
1 a
— =—==n°de términos.
c d
Para el calculo del (T} ) contado de derecha a izquierda
2 |Tk = 4 xk-1lyn-k
. Si "n" es impar, el lugar del término central lo
hallamos:
{ n+1
3 1 1k
. Si "n" es par, el C.N. tiene dos términos
centrales y los hallamos:
n n
tclzz Y |tz :5+1

PROBLEMAS Y EJERCICIOS RESUELTOS:

1. En el siguiente cociente notable:
x20 — 330

n 10n

Calcular el lugar que ocupa el término que contienea "x

A. Sexto.

B. Quinto.
C. Octavo.
D. Cuarto.
E. Décimo.

RESOLUCION:
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Del enunciado:

20 30

xX“T =y
x2 — y3
Numero de términos:
B 20 — 10
n= > =

Hallando el término k-ésimo (T%):
Ty = (x2)nk (ys)k—l

T, = (x2)10K (y3)k-1
T, = x20-2K y3k=3

Comparando:
x20-2k _ 410
20 -2k =10
2k =10
k=5

Por lo tanto, el término ocupa el quinto lugar.

2. Si: ... x195y140 4 51904147 1 ... son términos consecutivos del
desarrollo de un cociente notable. Hallar el nimero de términos.

A. 61
B. 59
C. 58
D. 60
E. 65

RESOLUCION:
Formando un cociente notable de:

. x 1959140 4 4190,
Acomodamos al desarrollo de cociente notable:

147 4 ...

...(x5)39(y7)20 + (x5)38(y7)21

Luego, el nimero de términos es dado por:

Ny = G.A.+1
De donde se tiene que:
N =39+20+1=38+21+1
Ny =59+1
&~ Np = 60

3. Hallar el menor término racional del cociente notable:

Va7 - 23v2
RN
A.9
B. —1
C. 3
D.5
E. 8
RESOLUCION:
Del enunciado tenemos el cociente notable:
Va7 — 232
V4 -2

Acomodando el cociente notable:

(3 <2222 (V) -2 (B -(2)

T-Vz | Va-v2 | VE-2

Hallando el nimero de términos:
7
n = I =7
Por el término k-ésimo:
b= (V8" (V)"
tk _ (3 22)7— (\/E)k_l

7k ko1
tk=(22)3.22

RPTA: D
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14—2k+ﬁ
tk =2 3 2
28—4k+3k—-3 25—k
tk =2 6 =2 6 .. (*)

Por lo tanto, % debe ser entero positivo:
Luego:k =1;7;13;19
Como:n = 7, se descarta el 13y el 19.
k = 1 i 7
Reemplazando en (*):
25-1
t;,=2"6 =2*=16
25-7
t7 =2 6 = 23 =8
Nos pide, el menor término racional:
<. t7 = 8
RPTA: E

4. En el cociente notable:
(x +2)16 — (x —2)10

2(x2+4) ’
hallar el valor numérico del quinto término para x = 0.

A. 215
B. 211
C. 212

D. 213
E. 214

RESOLUCION:
Del enunciado tenemos:

(x +2)16 — (x —2)1
2(x2+4)
Dando la forma de un cociente notable y por Identidad de Legendre:

2(x2 +2%) = (x+2)% + (x — 2)?
Tenemos:
[(x +2)%]® — [(x — 2)?]°
(x+2)24+ (x—2)2
Ty = [Cx + 2)?]"F[(x — 2)2]* 1
Luego: Ts = [(x + 2)%]8>. [(x — 2)2]51
Ts = [(x + 2)*]3. [(x — 2)*]*
Ts = (x + 2)%(x — 2)8
El valor numérico para x = 0:
Ts = (0 + 2)°(0 — 2)8
T R0 Q28

T5 = 214
RPTA: E

5. Hallar el grado absoluto del primer término central del cociente
notable:

x15n+50 - y15n—10
xn+1 — yn—Z

A. 11

B. 106

C. 63

D. 40

E. 72

RESOLUCION:

Del enunciado tenemos el cociente notable:
x15n+50 _ y15n—10

xn+1 — yn—z

Por propiedad se cumple:
15n 4+ 50 B 15n — 10

n+1  n-=2




EP

RUNSA

(nease2oss  Ulploplzzm  VATEVATICA

(151 +50)(n —2) = (15n —10)(n + 1)
15n% + 20n — 100 = 15n% + 5n — 10

15n =90
n==~6
Reemplazando:
5140 _ yso
x7 — y*
Luego, el Cociente Notable es:
(x7)20 — (y4)zo
x7) = (%)
Hallamos los términos centrales
tC1 — t(@) £ t10 — (x7)10(y4)9 N t e x70y36

2
te, = {20,y = i = (°0H g

G.A (ty,) = 70 + 36 = 106

56340
y

RPTA: B

6. Dado el cociente notable:

x148m

296
-y 14
xZm — y4-p

56,708
y

El término de lugar 60 es x , entonces, el grado del término de

lugar 21 es:

A. 234
B. 432
C. 214
D. 532
E. 452

RESOLUCION:
Del enunciado tenemos el cociente notable:

ylasm _ y296p
me — y4p
Numero de términos:
148m
n—=—m—=
2m
Le damos la forma de cociente notable:
(x2m)74 _ (y4p)74
x2m — y4p
El término de lugar 60:
= (me)n—k X (y4p)k—1
tep = (x2m)74-60 (y4-p)60—1
t60 = x28m_y236p
t = x28m.y236p
Por dato:
teg = x56y708
Igualando: x°6y 708 = x28m,,236p
28m = 56 A 236p =708
m=2 A p=3
Reemplazando:
5296 _ y888

Entonces el término de lugar 21 es:
ty = (x%)7421(y12)21-1
(x4)53(y12)20

x212y240

{21
{21

G.A (ty;) = 212 + 240
G.A (ty,) = 452

Por lo tanto, el grado absoluto del término de lugar 21 es 452.

7. Hallar "a + B" en el cociente notable:

RPTA: E
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x% —yP
Si:
te. t
679 _ x12y28,
7
A. 20
B. 84
C. 48
D. 36
E. 32
RESOLUCION:
Del enunciado tenemos el cociente notable:
x% —yP
x3 — y*
Por propiedad se cumple:
B
n =—..0
3=2-D
te = (x3)P6(y#)6-1 = x3n-18,20
ty = (x3)P=9(y#)2-1 = x3n=27,,32
t, = (x3)"7 (y#)7-1 = x3n-21,,24
Reemplazando de la condicién:
te- Lo = x12y28
ty
3n-18,,20 , ,,3n—27,,32
X n y X n y — X12y28
x3n-21y24
6n—45,,52
Xy — x12,28
x3n-21y,24 y
x3n—24y28 — x12y28
Comparando:
3In—24 =12

EP

RUNSA

3n =36
n =12
Reemplazando en (I):
_a_P
n—3—4ﬁ
a
12 =-=~—
3 4
12_a AN 12 =
=3 =
a=36 A B =

a+p =36+48
~a+f =84

8. Si: "x%y%*", es el término central del desarrollo del cociente

notable:
x75 — yb
x€ — yZ

El valorde "a + b + c" es:

A. 49

B. 73

C. 91

D. 85

E. 89

RESOLUCION:

Del enunciado tenemos el cociente notable:
%75 — yb
x€ — yz

Por propiedad se cumple:

N
B ™
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75 b /
n= p —2...()

Luego, planteamos:
2

Reemplazamos:

t.. = (xc)n—cl(yZ)cl—l — xay24
1
Comparando:
2(c;—1) =24
c—1=12
(o 13
De (II):
n+1
T
n+1l b5
==
n =25
De (I):
75 b
= c 2
25 75 b
R 2
75 b
— = 25N Suzd
c 2
c=3 A b =50
Comparando:
a=c(n—cy)
a=3(25-13)
a =36
Calculando:
a+b+c=36+50+3
~a+b+c=89

RPTA: E
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1.4 FACTORIZACION
1.4.1 DEFINICION
Es la transformacién de un polinomio en una multiplicacién, indicada
de sus factores primos o potencias.
factorizacion
< x2—3x —54=(x—9)(x+6)
producto

1.4.2 POLINOMIO PRIMO

Es aquel polinomio de grado mayor que cero que no admite ser
transformado en multiplicacién indicada. También se dice de aquel
polinomio que es divisible entre si mismo y cualquier constante de un
cierto campo de nimeros.

EJEMPLOS:

P(x) = x+ 3; Esprimoenelcampo Qy R.

S(x) = 3x%2 — 1; Esprimo en el campo Q. No es primo en R.
Generalmente se ha de trabajar en los racionales, pero debe tenerse
en cuenta lo siguiente:

P(x) = (x? +3)(x%? = 5)(x — 7)(x + 4), esta factorizado en Q.
P(x) = (x%? + 3)(x — \/g)(x + \/g)(x —7)(x + 4), estd factorizado
en R.

1.4.3 CONTEO DE FACTORES

El nimero de factores primos de un polinomio se obtiene contando los
factores que se encuentran como base de una potencia y que
contienen al menos una variable.

Si se tiene:

fx) = P(x0)% Q(x)°. R(x)*

— N°F. Totales = (a+1)(b+1)(c + 1)
— N°F. Algebraicos = N°F. Totales — 1

— N°F. Primos = 3

- F. Primos: P(x),Q(x),R(x), %.

)

EJEMPLOS:
% P(x)=(x—1>?*(x+3)3
— N°F. Totales = (2+1)(3+1) =12
— N°F. Algebraicos =12 -1 =11
— N°F. Primos = 2
F. Primos: (x —1) A (x+3)
% P(x) = 5x%(x® + 1)3(2x + 5)*
— N°F. Totales =(2+1)3+1)(4+1) =60
— N°F. Algebraicos = 60 —1 = 59
— N°F. Primos =3
F. Primos: x, x>+1,2x+5

1.4.4 CRITERIOS DE FACTORIZACION
1.4.4.1 FACTOR COMUN MONOMIO

Para analizar este criterio, debe tenerse en cuenta lo siguiente:
EJEMPLO:

Factorizar: 4x2y3 + 8x3y% — 12x*y°
Luego: 4x2y? es el factor comin monomio.
4x%y?%(y + 2x — 3x2%y3)
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1.4.4.2 FACTOR COMUN POLINOMIO

Para analizar este criterio, debe tenerse en cuenta lo siguiente:
EJEMPLO:

Factorizar: n(m + y)? + b(m + y)

Luego: (m + y) es el factor comun polinomio.
(m+ y)[n(m +y) + b]
(m+y)(nm+ny +b)

1.4.4.3 AGRUPACION DE TERMINOS

Para analizar este criterio, debe tenerse en cuenta lo siguiente:
EJEMPLO:

4 )

Factorizar: P(x;y) = a’x — 2a’y — ax? + 2axy

P(x;y) = alax — 2ay — x* + 2xy)
P(x;y) = ala(x — 2y) — x(x — 2y)]
P(x;y) = alx=2y)(a—x)

- J

1.4.4.4 FACTORIZACION POR IDENTIDADES

Para este caso se utilizaran los productos notables en forma inversa,

entre los mas importantes ya conocidos:
a? + 2ab + b? = (a + b)?

a’? — 2ab + b? = (a — b)?

a’? —b?>=(a—b)(a+b)

a® + b3 +3ab(a+b) = (a+ b)3
a3 — b3 —3ab(a—b) = (a—b)?
a® — b3 = (a—b)(a? + ab + b?)
a® + b3 = (a+b)(a® —ab + b?)

X/ X/ K/ R/ 7/ X/
L X X R X SR X IR XIS X4

7/
X4

L)

PROBLEMAS Y EJERCICIOS RESUELTOS:

«_n

1. La nota de Amilcar es de 1a, donde “a” es el numero de factores
lineales que tiene P(x) = x* — 16. ¢Cudl es la nota de Amilcar?
(UNSA, 2021).

A. 10
B. 11
C. 13
D. 14
E. 12

RESOLUCION:
Del enunciado:
P(x)=x*-16
Aplicando las leyes de exponentes:
Plooy= (é)lwss?
Aplicando binomio al cuadrado:
P(x) = (x?)2—4%2 = (x2 + 4)(x? — %)

Factorizando (x2 — 4):
P(x) = (x> +4)(x+2)(x — 2)

De donde a = 2 es el numero de factores lineales, entonces:
1a =12
RPTA: E

2. Si el polinomio P(x; y) es igual a la suma de los factores primos de:
Q(x;y) = x* + 2x%y? + y* — x%y?
Calcular P(1;7).

A. 200
B. 300
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C. 100
D. 400
E. 500

RESOLUCION:
Del enunciado:
QUx;y) = x* + 2x%y? + y* — x2y2

Por trinomio cuadrado perfecto:

Qx;y) = (x* +y*)* — x?y*?

QUx;y) = (x* +y%)? — (xy)?
Por diferencia de cuadrados:

QU y) = [x* +y? + xyllx® + y* — xy]
P(x;y) esla suma de los factores primos de Q(x; y).

S POgy) =x2+y2+xy+x?+y%—xy

P(x;y) = 2x% + 2y?

Nos pide:

P(1;7) =2(1)*+2(7)?=2+98
~ P(1;7) =100
RPTA: C

3. Calcular"Q(1) — Q(2)". Si Q(x) es igual al factor primo cuadratico
del polinomio:
P(x) =x*—27+x3-27x
—6
4

8
.—4

moo®m»

N

RESOLUCION:
Del enunciado:
P(x) =x*—27+4+x%—-27x

Agrupamos:
P(x) = (x* +x3) + (=27 — 27x)
Por factor comidn monomio:
P(x) =x3(x+1)—27(1 +x)
Por factor comun polinomio:
P(x)=(x+1[x32-27)
Por diferencia de cubos:
P(x) =(x+1)(x®-33%
Px)=(x+1Dx—-3)x%?+3x+9)
Q(x) es igual al factor primo cuadratico:
© Q(x) =x*+3x+9
Evaluamos:
0(1)=12+3(1)+9=13
02)=22+3(12)+9=19
Me pide:
~Q(1)—-Q(2)=13-19=-6
RPTA: A

4. La edad de Pedrito es "54 — 3", donde "A" representa la cantidad
de factores algebraicos que tiene el siguiente polinomio:
x° + 2x5 — 3x* + 4x% — 1. Indica su edad dentro de 10 afios.

A. 18 afios
B. 22 ailos
C. 30 anios
D. 42 anos
E. 54 afios

RESOLUCION:
Tenemos: x® + 2x° — 3x* + 4x% — 1
Descomponiendo —3x*; asi:

—3x* = x* — 4x*
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Reemplazamos:
xO + 2x° + x* —4x* + 4x% -1
Agrupando:
(x®+2x5+x*) — (4x* —4x% + 1)

Factorizamos los TCP

(x3 +x%)2 — (2x% —1)?
Factorizamos la diferencia de cuadrados:

(3B +x2+2x2 —1D)(x3+x2—-2x2+1)
(3 +3x2=1D(x2—x2+1)
Hallando la cantidad de factores totales:
(2)(2) =4

Entonces el nimero de factores algebraicos es: 3
Calculando la edad actual:

54—-3=53)-3=12
Finalmente, la edad dentro de 10 afios sera:

12 + 10 = 22 anos.

5. Indicar un factor primo del polinomio:
4m3n? — 2m3n + 2m*n — 4m?n?
A.m+2n
B.m+1
C. m? -2
D. 12m
E.2m—1

RESOLUCION:
Del enunciado se tiene:

4m3n? — 2m3n + 2m*n — 4m®n
Aplicando factor comin monomio:

2

RPTA: B

Agrupando términos y factorizando:
2m?*n[(m? —m) + 2mn — 2n)]
2m*n[m(m — 1) + 2n(m — 1)]
2m’n(m — 1)(m + 2n)
Por lo tanto, un factor primo es m+2n
RPTA: A

6. Factorizar e indicar el nimero de factores algebraicos que tiene el
siguiente polinomio:
M(a) = a® — 4a® — 32

moo®mp
(o)W TN NN EIVN

RESOLUCION:
Del enunciado se tiene:
M(a) = a® — 4a® — 32
Factorizando:
M(a) = (a® -=8)(a® +4)
Acomodamos:
M(a) = (a® -2®)(a® +4)
Por diferencia de cubos:
M(a) = (a—2)(a?+2a+4)(a®+4)
Hallamos:
Factores totales = (1+1)(1+1)(1+1) =38
Nos pide:
Factores algebraicos =8—1=7
RPTA: B

2m’n(2mn — m+ m? — 2n)
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7. Una empresa se dedica a fabricar memorias USB. El costo (en soles)
de fabricar por unidad, viene dado por el producto de los factores
totales y factores primos del polinomio:

M(a) = a® + a?> —a — 1. ¢{Cuanto sera el costo de 50 memorias
USB?

A. 600 soles.
B. 250 soles.
C. 180 soles.
D. 500 soles.
E. 700 soles.

RESOLUCION:
Del enunciado se tiene:

M) =a®+a?—a—-1
Por factor comin monomio:

M(a) =a*(a+1)—(a+1)

Por factor comun polinomio:

M(a) = (a+ 1)(a®? - 1)
Por diferencia de cuadrados:

M) =(a+1D(a+1)(a—1)

M(a) = (a+1)?(a—1)
Luego, hallamos:
Factores totales= 2+ 1)(1+1) =6
Factores primos = 2
El precio de cada memoria USB es:

(6)(2) = 12 soles
Entonces, el precio de 50 memorias USB sera:
(50)(12) = 600 soles
RPTA: A

8. Factorizar e indicar el nimero de factores totales que tiene el
siguiente polinomio:
M(a;b;c) =(a+b+c)®—(a—b+c)?

moowp
Ul = o

RESOLUCION:
Del enunciado se tiene:
M(a;b;c) =(a+b+c)®—(a—b+c)d
Por cambio de variable:
at+tc=m
M(m;b) = (m+b)3 - (m—->b)3
Por diferencia de cubos:

M(n;b) = [(m + b) — (m — b)]|(m + b)? + (m + b)(m — b)

+ (m — b)z]
Diferencia de cuadrados:
M(m;b) = 2b[(m + b)? + m? — b%? + (m — b)?]
M(m;b) = 2b |(m + b)? + (m — b)* +m? — b?|
Por identidades de Legendre:
M(m;b) = 2b[2(m? + b?) + m? — b?]
M(m;b) = 2b[2m? + 2b? + m? — b?]
M(m;b) = 2b(3m? + b?)
Luego, reemplazamos "m = a + c":
M(a; b; c) = 2b[3(a + ¢)? + b?]
M(a; b; c) = 2b(3a? + 6ac + 3c? + b?)
Nos pide: Factores totales = (1+1)(1+1) =4

RPTA: C




1.5 FACTORIZACION DE TRINOMIOS Y POLINOMIOS
1.5.1 FACTORIZACION POR EL METODO DEL ASPA SIMPLE

Se emplea para factorizar trinomios de la forma general:

P(x;y) = Ax*™ + Bx™y™ + Cy*"

El procedimiento a seguir es:

EP
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PASO 1

Se adecua la expresion a la forma antes
mencionada.

PASO 2

Se descompone convenientemente los
extremos (teniendo cuidado con los
signos).

PASO 3

Se efectua el producto en aspa y se
suman los resultados, si este coincide con
el término central de la expresion,
entonces se concluye que los factores
seran las sumas horizontales.

EJEMPLO:

Factorizar: P(x) = 6x2 + 21 — 23x

PASO 1: P(x) = 6x2 + 21 — 23x

PASO 2: P(x) = 6x* — 23x + 21
3x -7
2x -3
PASO 3:

P(x) = 6x* —23x + 21

—7=—14x
— 3 =—9x

—23x

P(x) =Bx—7)(2x—-3)

1.5.2 FACTORIZACION POR EL METODO DEL ASPA DOBLE
Se aplica para factorizar polinomios de la siguiente forma:

axZn i bxnyn i CyZn i dxn i eyn i f

Y también para algunos polinomios de 4to. grado.

PROCEDIMIENTO:

A)

B)

Q)

P(x;y) = 15x% + 3y2 + 23y + 14 + 14xy + 41x
Primero se ordena convenientemente, es decir, en forma
decreciente para una de las variables.
P(x;y) = 15x2 + 14xy + 3y? + 23y + 41x + 14
Se ejecuta un aspa simple para los 3 primeros términos:
P(x;y) = 15x? + 14xy + 3y? + 23y + 41x + 14
=l '

3y
3x ><J’

Verificando: Sxy

9xy
14xy

Junto a esta aspa simple se traza otra de modo que el producto
de los elementos del extremo derecho de este grupo

multiplicados verticalmente sea el Ultimo término.
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P(x;y) = 15x2 + 14xy + 3y? + 23y + 41x + 14
5x 3y >< 2
Verificando: 21y

2y
23y

D) Verificamos con un aspa simple con los factores del primer
término y del ultimo término.

P(x;y) = 15x2 + 14xy + 3y? + 23y + 41x + 14

R~ 3y 2
Wy -'_..
_'-""---""

- - ~ -..-'--.

Ix - y 7

Verificando: 35x + 6x = 41x
E) Finalmente, el primer factor es la suma de los términos
tomados horizontalmente de la primera linea y el segundo
factor es la suma de los términos de la segunda linea.

P(x)=0GBx+3y+2)Bx+y+7)

1.5.3 FACTORIZACION POR EL METODO QUITAY PON
Consiste en sumar y restar una misma cantidad de tal manera que se

forme una suma o diferencia de cubos al mismo tiempo que se
presenta el factor.
EJEMPLO: Factorizar: x> +x* +1
A) Sumando y restando x?
x> —xt+xt+x%+1
B) Agrupando y factorizando:
X —-1D+x*+x2+1)
-2 +x+ D+ (x*+x2+1)
C) Factorizando el ultimo trinomio por la identidad de Argand
-2+ x+ D+ (2 +x+ D2 —x+1)
D) Factorizando por factor comun polinomio:
(x> +x+ D3 —x?+x>—x+1)
xPHxt+1=(@2+x+ D2 —x+1)

1.5.4 FACTORIZACION DE DIVISORES BINOMICOS
Se emplea para factorizar polinomios de una sola variable y de

cualquier grado, cuya Unica condicidon fundamental es que acepten al

menos un factor de primer grado.

Determinacion de los posibles ceros de un polinomio
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Divisores del término independiente(TI) Realizamos el esquema con los coeficientes del polinomio

Posibl =
OSIDIes ceros Divisores del primer coeficiente (CP)

EJEMPLO: Factorizar: 1 5 7 -1 -8 -4
P(x) = x5 +5x* +7x3 —x2 —8x —4;C.P.= 1y T.1.= 4 1) 1 6 13 12 4
Procedimiento a seguir para factorizar 1 6 13 12 4 |O

I B A -

T 5 8 4 [0
Paso 1 Se determinan los posibles ceros del polinomio l
2 2 6 -4
+1;+2; +4 1 3 2 [0

Posibles ceros: =
osi 1

Posibles ceros: +1; +2; +4 ) )
Por lo tanto, los factores segun el esquema seran:

Paso 2 Se deduce el factor que da lugar al cero del polinomio, P(r) = (x — 1)(x + 1)(x + 2)(x? + 3x + 2)
mediante el siguiente teorema de la divisibilidad
algebraica. Si un polinomio P(x) se anula parax = a ¢ Factorizando el trinomio:
P(a) = 0. Entonces dicho polinomio tendra un factor

(x — a). Px)=(x—Dx+Dx+2)(x+2)(x+1)

P(H=(1>+5M*+7(1) - (1)2-8(1)—-4=0
Finalmente quedaria factorizado asi:

Paso 3 El otro factor se determina utilizando la regla de P(x) =(x—1D(x+ 1)?%(x +2)?

RUFFINI, que se ha de emplear tantas veces como ceros

PROBLEMAS Y EJERCICIOS RESUELTOS:
tenga el polinomio
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1. Hallar la suma de los coeficientes de los factores primos del
siguiente polinomio:
Pla)=(a—2)(a+3)(a+2)(a—1)+3

A. -2
B. —4
C. -1
D. 1
E. 2
RESOLUCION:

Del enunciado se tiene:
Pla)=(a—2)a@a+3)(a+2)(a—1)+3
Multiplicamos:
Pa) =(@+a—-6)(a*+a—-2)+3
Efectuando cambio de variable:
m=a*+a..(x)

Luego:
(m—-6)(m—-—2)+3
Operamos:
m?2—8m+12+3
m? —8m+ 15
Factorizando:
(m—=5)(m—3)

Reemplazando (*) en la dltima expresion, se tiene:
Pla) =@ +a-5)(a*+a-3)
Entonces, la suma de los coeficientes de los factores primos es:
~1+1-54+1+1-3= —4
RPTA: B

2. Debido al dificil momento por el que se esta atravesando en el
Peru, se llegd a la conclusion que el decrecimiento econémico es el

1,3N% mensual; donde N representa la cantidad de factores primos
de un polinomio

P(x) = (x? + 8x + 13)3 —9(2x% + 16x + 29) — (x + 4)%;
¢Cuanto fue ese porcentaje?

A. 2,5%
B. 14%
C. 12%
D. 9%
E. 6,5%

RESOLUCION:

Reacomodando la expresién tenemos:

P(x) = (x? +8x + 13)3 — 9[2(x% + 8x + 13) + 3] — [(x + 4)?]?
Haciendo un cambio de variable: a = x? + 8x + 13, se tiene que:

2
P(x)=(x2+8x+13)3—9[2<x2+8x+13>+3]—[x2+8x+13+3]
a a a

P(a) = a® —9(2a + 3) — (a + 3)?, aplicando productos notables:
P(a) = a® —a® — 24a — 36
Por el criterio de divisores bindmicos:

a={+1;,—-1;+2;-2;+3; ...; +36; —36},
Usando Ruffini:
1 -1 -24)-36
a=-2 -2 6 36
1 -3/-18|0
a=-3 -3 118
1 6|0

Luego tenemos que su forma factorizada sera:
P(a) = (a+2)(a+3)(a-06),
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ll ”.,

Reemplazando el valor de
P(x) = (x? +8x+13+2)(x +8x+13+3)(x?+8x+13—6)
P(x) = (x* +8x +15)(x% + 8x + 16)(x* + 8x + 7)
Finalmente usamos aspa simple tenemos que:
P(x)=(x+5E+3)+4)?*x+7)(x+1)
Factores primos: 5
Asi que: 1,3N% = 1,3(5)% = 6,5%

RPTA: E

3. Factorice y obtenga el factor primo de mayor coeficiente lineal de:
P(x) = x® — 4x3 — 32

x2+2x+ 4
x>+ 2x+5
X2 +2x+6
.x*>+2x+8
x>+2x+9

Mmoo o>

RESOLUCION:
Por aspa simple:
P(x) = x® — 4x3 — 32
x3 8 - —8x3
oo ><—4 - 43
—4x3
De ahi, se tiene:
P(x) = (x3—8)(x3+4)
Utilizando diferencia de cubos en el primer factor:
P(x) = (x—2)(x?+2x +4)(x3+4)

El factor primo de mayor coeficiente lineal es:

X2 4+2x +4
RPTA: A

4. Factorizar e indicar el producto de los términos independientes de

los factores primos de:
(x2+x+1)2+3x2+3x—-15

14
—12
—-14
.15
—15

moOw>

RESOLUCION:
Del enunciado:
(x2+x+1)2+3x2+3x—15
(x> +x+1)?+3(x%*+x)—15
Cambio de variable: m = x? + x

2
(x2+x+1) +3(x2+x)—15
La expresidn queda:
(m+1?+3m—-15

Desarrollando el cuadrado de la suma de un binomio:

m?+2m+1+ 3m—15
m? +5m — 14
Por aspa simple: (m + 7)(m — 2)
Reemplazamos: m = x? + x
2 +x+7)(x*+x-2)
Por aspa simple:
(x2+x+7)(x2+x—2)
P +x+7Dx+2)(x—-1)
Nos pide:
~(MR)(-1) =-14

RPTA: C
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5. El espacio que recorre un Leopardo para capturar a un Venado es
igual a P(x) = 8a? — b(2a + b); si, su velocidad es de 35m/s y el
tiempo de captura es igual a 13s.

Calcular los valores numéricos de los parametros “a” y “b”
respectivamente, siendo éstos, nimeros positivos.

A.2y5
B.3y7
C.10y6
D.8y3
E. 5y12

RESOLUCION:
Del enunciado:
P(x) = 8a? — b(2a + b)
Desarrollando tenemos:
P(x) = 8a? — 2ab — b?
Factorizamos el trinomio con el aspa simple y obtenemos:
P(x) = (4a + b)(2a — b)
Recordemos que: d = v.t
Entonces, formamos el sistema:
{4a +b =235
200 1%
Resolviendo el sistema:

RPTA: D

6. Determinar la suma de los términos de los factores primos de:
x>+ 5xy + 4y®> + 2x + 5y +1

A 2x—4y -2
B.3x+2y+2
C.2x+5y+2
D.2x—4y +2
E. 2x +3y +2

RESOLUCION:
Factorizamos utilizando el método de aspa doble:
x2+ 5xy + 4y? + 2x + 5y +1

X

>

Yy

Verificaciones:

1ra Aspa: xy + 4xy = Sxy

2da Aspa : 4y + y =5y

3raAspa: x + x = 2x
Tomamos los factores en forma horizontal.

x+4y+Dx+y+1)
La suma de los términos de los factores primos es:
2x + 5y + 2
RPTA: C

7. Al sumar los factores primos lineales del polinomio P(x) = x5 +
5x* — 13x3 — 56x% — 108x — 144 se obtiene una ecuacion la
cual, al darle un valor numérico a “x” de 150, se obtiene:

A. 225
B. 347
C. 106
D. 318
E. 454
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RESOLUCION:
Sea el polinomio
P(x) = x>+ 5x* — 13x3 — 56x% — 108x — 144
Usando los divisores bindmicos tenemos que:
Posibles ceros:+1; +2; +3; +4; +6; ...
Aplicamos Ruffini:
1 5 -13 -56 -108 |-144
-2 -2 -6 38 36| 144
1 3 -19 -18 -72 |0
4 4 28 36 72

17 9 18 |0

-6 -6 -6 -18

11 3 |0

Por lo tanto:
PX)=(x+2)(x—4)(x+6)(x?+x+3)
Hallando la suma de los factores lineales tenemos que:
x+2)+(x—4)+(x+6)=3x+4
Aplicando en x = 150 tenemos que 3x + 4 = 3(150) + 4 = 454
RPTA: E

8. El Ministerio de Educacion el aio 2022 destiné un presupuesto
para pagar la deuda del 30 % de preparacidn de clases, al profesor
José le dieron “N” miles de soles ¢ Cuanto le dieron al profesor José
si “N” es el numero de factores totales de:

P(x) = x3 + 6x% + 3x- 10?

A. 5000 soles

B. 8000 soles

C. 4000 soles

D. 1 600 soles

E. 6 000 soles

RESOLUCION:

Calculamos los posibles ceros: (1, 2, 5, 10) son todos los divisores del
término independiente con signo *.

Empezamos con los valores mas pequenos, tomando solo los valores
gue eliminan al polinomio.

Para:x = 1
R = P(1) = 13 + 6(1)2 + 3(1)- 10
R =P(1) =0
Si el polinomio se anula para x = 1 entonces un factor serd (x —

1).
TP(x) = (x = DO oo vev i (M
—

Calculamos Q(x) por Ruffini.
iy 6 3 -10
1 1 7 +10
1 7 10 0
Q(x) = x2 + 7x + 10
Reemplazando en (*)
P(x) = (x — 1)(x +5((x+ 2)

Entonces:
N°F. Totales = (1+1)(1+ 1)(1+1) =8
Por lo tanto, el profesor José recibié 8 000 soles

RPTA: B
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1.6 MINIMO COMUN MULTIPLO Y MAXIMO COMUN DIVISOR DE
POLINOMIOS

MCM | El minimo comin multiplo de dos o mas
expresiones algebraicas, es la expresiéon de menor
grado posible que contenga un numero entero de
veces como factor a dichas expresiones. Para
determinar el minimo comun multiplo se factoriza
las expresiones y se forma el producto de los
factores primos comunes y no comunes con su

mayor exponente

MCD | El maximo comun divisor de dos 0 mas expresiones
algebraicas es la expresiéon de mayor grado posible
gue esta contenido como factor un numero entero
de veces en dichas expresiones. Para determinar el
M.C.D. se factoriza las expresiones y se forma el
producto de los factores comunes con su menor

exponente.

PROPIEDAD

Para dos polinomios P(x) y Q(x)
Se cumple:
MCD(P, Q). MCM(P, Q) = P(x).Q(x)

PROBLEMAS Y EJERCICIOS RESUELTOS:

1. El tiempo promedio dedicado a la actividad fisica de un adolescente
en una institucion educativa estd dado por un modelo obtenido a
partir del procesamiento de datos de un estudio, dicho modelo es el
MCD de las siguientes expresiones:

A(x) = x* +9x

B(x) = 18x% + x3 + 81x

C(x) = 2x% + 18x

¢Cual es ese modelo?

A. 3(x + 3)
B. x(x+9)
C. x

D. x?

E. (x—3)?

RESOLUCION:
Factorizamos cada una de las expresiones:
A=x*+9x =x(x+9)
B(x) = 18x? + x3 + 81x = x(x + 9)?
C(x) = 2x% + 18x = 2x(x + 9)
EI MCD es x(x + 9)
El modelo planteado es x(x + 9)
RPTA: B

2. El ndmero de sismos que ha registrado un sismografo en un dia en

la ciudad de Arequipa esta determinado por el valor de "a" que se
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encuentra en el MCD de (x% + 14x + 48) y (x* + 8x + 12) el cual
es (x + a) écudl es ese numero de sismos?

moonwp
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RESOLUCION:
Factorizando:

x2+ 14x + 48 = (x + 6)(x + 8)

(x24+8x+12) = (x +2)(x + 6)
El MCD de ambos polinomioses: x + 6
Comparando:x+a=x+6->a=6
Por lo tanto, el nUmero de sismos fue 6.

RPTA: D

3. Dados los polinomios:
P(x) = x3 — 6x% +9x
Q(x) = x* — 25x% + 144
R(x) = x® —3x%> —16x + 48
Calcular la suma de coeficientes del MCM de dichos polinomios

. 120
240
—240
.—120
—80

moo®p

RESOLUCION:
De nuestro enunciado, factorizamos los polinomios:

P(x) =x(x?—-6x+9)
P(x) = x(x — 3)2

Q(x) = x* — 25x2 + 144

Q(x) = (x* = 9)(x* — 16)
Qx)=((x—-3)(x+3)(x—4)(x+4)

R(x) = x3 —3x% — 16x + 48
R(x) = x?(x —3) — 16(x — 3)
R(x) = (x —3)(x? — 16)
R(x) =(x—3)(x—4)(x +4)

Calculamos el MCM:
El MCM debe ser todos los factores de los tres polinomios y si se
repite, se coloca una sola vez con su mayor exponente.

MCM(P,Q,R) = x(x —3)?(x + 3)(x —4)(x + 4)
Nos pide la suma de los coeficientes:

x=1
MCM(P,Q,R) =1(1-3)2(1+3)(1—-4)(1+4)
MCM(P,Q,R) = (=2)*(4)(=3)(5)
MCM(P,Q,R) = —240

RPTA: C
4. Se tiene los polinomios:
Ax) = (x = 5™ *(x + )" (x + 2)PH1
B(x) = (x = 5)™ 1(x + 4)"1(x + 2)P1
C(x)=(x—-5"2(x+4)""?2(x+2)P2
Si el MCD (A,B,C) = (x — 5)*(x + 2)%(x + 4)°. Hallar el nimero
de factores totales del MCM de A,B y C.

A. 748
B. 415
C. 750

P(x) = x3 — 6x% + 9x
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D. 648
E. 842

RESOLUCION:
Del enunciado:
Alx) = (x = 5)™*(x + 4)"(x + 2)P*!

B(x) = (x = 5)™ 1 (x + 4)"*1(x + 2)P1

C(x) = (x—=5)"m2(x + 4)"*?(x + 2)P~2
El MCD debe ser siempre factor de los tres polinomios, por ello se
considera cada factor primo con su menor exponente.

MCD (A,B,C) = (x —5)™ *(x + 2)P72(x + 4)"
Segun nuestro dato:
MCD.(A,B,C) = (x — 5)*(x + 2)°(x + 4)°

Comparando:

m— 4

| = 3
-

[N

N oo |
Ul

=

Reemplazando:
Alx) = (x = 5)*(x + 4)0(x + 2)8
B(x) = (x=5)7(x+4) (x +2)°
C(x) = (x—5)°(x+4)8(x + 2)*

El MCM debe ser todos los factores de los tres polinomios y si se
repite, se coloca una sola vez con su mayor exponente.
MCM (A,B,C) = (x —5)7(x + 4)8(x + 2)®
El nimero de factores totales es:
Nef.t.=(7+1)(B+1)(8+1) =648
RPTA: D

5. Determinar el nimero de factores algebraicos del polinomio B, si el
MCD y el MCM de los polinomios Ay B son:
MCD(A,B)=(x+3)(x—1)
MCM(A,B) = (x + 6)(x + 1)(x — 1)(x + 3)2
Ademas A = (x+1)(x + 6)(x + 3).

moow>»
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RESOLUCION:
Recordemos:
A.B=MCD(A,B).MCM(A,B)
x+1Dx+6)(x+3).B
=@x+3)x—1Dx+6)(x+1(x—1)(x+3)?
B=(x+3)?x-1)

El nimero de factores algebraicos de B es:
Nef.t.=2+1)(1+1)=6
N°f.a.=6—1=5

RPTA: E

6. Determinar la suma de coeficientes del polinomio que resulta de
dividir el MCM entre el MCD de los siguientes polinomios:
Alx) =x3+5x2+8x+4
B(x)=x3+3x2—-4
Cx)=x3+6x*+12x+8

mooOowpP
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RESOLUCION:

Hallamos el Maximo Comun Divisor y Minimo Comun Multiplo de:
Ax) =x3+5x2 +8x + 4

B(x) =x3+3x*>—-4

C(x)=x%+6x2+12x+8

Factorizando cada expresion:

Alx) =x3+5x2+8x + 4

Ax) =x3 +2x* +3x?>+8x + 4

AX) =x2(x+2) + Bx +2)(x + 2)

AX) =(x+2)(x*+3x+2)

AX) =(x+2)(x+2)(x+ 1)

Alx) = (x +2)3(x+ 1)

B(x) = x3+3x*>—4

B(x) =x3—x%2+4x%> -4

B(x) = x3 —x?+4x*> -4

B(x) =x*(x—1)+4(x*-1)

B(x)=x*(x—1D +4(x+Dx-1)

B(x) = (x—1)(x?+4x + 4)

B(x) = (x — D(x + 2)?

C(x) =x3+6x>+12x+8

C(x) =x3+8+6x%+12x

Cx) =(x+2)(x?>—2x+4) + 6x(x + 2)
C(x) = (x +2)(x* = 2x + 4 + 6x)
Clx) =(x+2)(x>+4x +4)

C(x) = (x+2)3

El Maximo Comun Divisor sera:
MCD(4,B,C) = (x + 2)?

El Minimo Comun Multiplo sera:
MCM(A,B,C) = (x +2)3(x+ D(x — 1)
Dividiendo el MCM entre el MCD:

MCM(A,B,C) (x+23(x+1(x—-1)
MCD(4,B,C) Cx +2)2 =@+ DE-1)
La suma de coeficienteses P(1) = (1+2)(1+ 1)(1—-1) =0
RPTA: D

7. Se tiene los polinomios:

A(x) = x3 — x* — 6x y B(x), donde:
MCD(A,B).MCM(A,B) = x° — 13x* + 36x?

Hallar el valor numérico del polinomio B(x) para x = —2

= U1 o

0
-8
—12

moOw>»

RESOLUCION:
Por teorema:
Para dos polinomios P(x) y Q(x)
Se cumple:
MCD(P,Q).MCM(P,Q) = P(x).Q(x)
Segun nuestro enunciado, factorizamos:
MCD(A,B).MCM(A,B) = x% — 13x* + 36x?
MCD(A,B).MCM(A, B) = x?(x* — 13x% + 36)
MCD(A,B).MCM(A,B) = x*(x? — 4)(x? — 9)
MCD(A,B).MCM(A,B) = x*(x + 2)(x — 2)(x + 3)(x — 3)
Ademas:
Alx) = x3 —x? — 6x
Alx) = x(x?> —x —6)
Alx) = x(x —3)(x + 2)
Luego, reemplazamos:
MCD(A,B).MCM (A, B) = A(x).B(x)
x2(x+2)(x —2)(x +3)(x —3) = x(x — 3)(x + 2).B(x)
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B(x) = x(x —2)(x + 3)

Finalmente, evaluamos para x = —2.
B(-2) =-2(-2-2)(-2+3)
B(-2) =8

RPTA: A

8. En algunos deportes, como el golf, un campo tipico tiene "n" hoyos,
donde "n" es el numero de factores totales del producto de 2
polinomios cuyo MCM es x3 —x%2 —4x +4 y su MCD es x%> +x — 2

écuantos hoyos tiene?

A. 8 hoyos
B. 5 hoyos
C. 10 hoyos
D. 8 hoyos
E. 18 hoyos

RESOLUCION:
Por teorema:
Para dos polinomios P(x) y Q(x)
Se cumple:
MCD(P,Q).MCM(P,Q) = P(x).Q(x)
Factorizando a los polinomios:
MCM =x3 —x? —4x + 4
MCM = x?(x — 1) —4(x — 1)
MCM = (x — D)(x + 2)(x — 2)
MCD = x2 +x — 2
MCD = (x + 2)(x — 1)
Reemplazando:
MCD(P,Q).MCM(P,Q) = P(x).Q(x)
x+2)x—Dx—1Dx+2)(x—2) =P(x).Q(x)
(x+2)2(x — 1)?(x — 2) = P(x).Q(x)

El nUmero de factores totales es:
Nefit.=2+1)2+1)(1+1)=18
~ 18 hoyos

RPTA: E
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1.7 ECUACIONES CUADRATICAS

|A = b% — 4ac||es la discriminante

ECUACIONES CUADRATICAS A< O A= 0 A> 0
La ecuacion no | La ecuacién tiene | La ecuacion tiene

tiene soluciones | una raiz real (doble) | dos raices reales
Es una ecuacion polindmica de segundo grado que tiene la reales, sus raices| o dos soluciones | distintas.
forma: son imaginarias vy | iguales.
ax’+bx+c=0;a+0; abc €ER conjugadas.

Las ecuaciones cuadraticas pueden ser:

Cl P : RELACION ENTRE RAICES Y COEFICIENTES DE UNA ECUACION
ases Caracteristicas Ejemplo 1 % Lo
Completas ax?>+bx+c=0; a2 75 gy CUADRATICA: ax“ + bx + ¢ =
a+0:b % 0; (2x=1D(x—3) =0 SUMA  DE 3x2+6x—1=0
c # 0. 2—1=0 Vv x—3=0 RAICES b la suma de sus 2 raices
Al x1+x2=—z serd: x1+x2=—§
% 1 X1 +x, = —2
C.S.= {—;3}
2 PRODUCTO 3x24+6x—1=0
Incompletas | ax®>+bx+c=0; 3x2+6x =0 DE RAICES El producto de sus 2 raices
¢=0 3x(x+2)=0 oy
x=0 vx+2=0 Cc (_1)
x=0 V x=-2 X1.X2 = — X1.Xp = ———
C.S.= {-2;0} . B
ax*+bx+c=0; 2x2-18=0 X1.Xp = —=
b=0 2x2=9)=0 3
x2-9=0
x+3)x—-3)=0
x+3=0V x—3=0
x=-3 vx=3
C.5.={-3;3}
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tiene 2 soluciones dadas por:

DIFERENCIA 3x2+6x—1=0

DE RAICES La diferencia de sus 2 raices
sera:
b? — 4ac J(©)?2-43)(-1)
X=Xl =——— | |x1 — x| =
a 3
| | 4/3
X1 — X, | = —
1 2 3
Siendo la ecuacion cuadratica ax? + bx +c = 0:

_ —b+Vb%-4ac _ —b—/b%-4ac
xl . 2a xz i 2a
RAICES También llamadas inversas. Su producto
RECIPROCAS es 1.
xX1.x2 =1

c

—=1-
RAICES También llamadas opuestas. Su suma es
SIMETRICAS 0.

x1+x2=0

x1+x2=——
a

~2=0-[(E=0

RAICES IGUALES

Su discriminante es 0.

Teorema de las ecuaciones cuadraticas equivalentes

Dos ecuaciones son equivalentes si tienen raices comunes.

entonces ===

{ax2+bx+c:0 a_b_c
mx?+nx+p=0 m_n_ p

Teorema de la raiz comuin
Si las ecuaciones:

ax®?+bx+c=0; Va#0
mx?l+nx+p=0;ym=+0

Admiten una sola raiz comun, entonces se cumplira:

(ap — cm)? = (an — bm)(bp — cn)

PROBLEMAS Y EJERCICIOS RESUELTOS:

1. Sean "m" y "n" las raices de la ecuacién 2x(x — 3) = x* — x — 6.
Calcular el valor de "m? + mn — n?", sim > n.

15
12
13
14
11

mooO®P>P

RESOLUCION:
De la expresiéon: m? —n? + m.n
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m+n)(m—-n)+m.n Largo (1)
Calculando la suma, diferencia y producto de las raices:
Reduciendo la ecuacién: Ancho (x)

2x(x —3)=x*>—x—6
2x2 —6x=x%2—-x—-6
x2-5x4+6=0

Resolviendo la ecuacion cuadratica:

DeIateorl'a:m+n=—_T5=5 X% —4(x —3) = 177
6 x?—4x+12—-177=0
TR x? — 4x — 165 = 0
J(=5)2 = 4(1)(6) (x—15)(x+11) =0
m-=n= 1 x—15=0Vx+11=0
m-n=1 x=15 vx=-11
Entonces:m? —n? + m.n El ancho del terreno es: 15m.
(m+n)(m—-n)+mn Del area del terreno: (largo)(ancho) = 600
251 +6=11 1(15) = 600
RPTA: E j 300V
15

2. Un terreno rectangular, tlene 600 m?; ademas, "x" es el ancho del =40
~ El'largo del terreno es 40 m

terreno y esta en la ecuacion x2 — 4(x — 3) = 177. Calcular el largo

del terreno. RPTA: D
A. 15m 3. Dos numeros enteros positivos se diferencian en 6 unidades y la
B. 25m suma de sus cuadrados es 218. Encontrar dichos nimeros y dar como
C. 35m repuesta su producto.
D. 40m
E. 50m A. 91

B. 92
RESOLUCION: C. 38
Esbozando el problema: D. 48

E. 58

RESOLUCION:

Del enunciado del problema:
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X: numero mayor
Yy: nimero menor
—y=6" (1)
x? + y? =218 - (2)
De la primera ecuacién: y = x — 6
Reemplazando en la ecuacién (2) tenemos:
x?+ (x —6)2 =218
x?>+x?>—12x+36—-218=0
2x?> —12x—182 =0
x2—6x—91=0
(x—13)(x+7)=0
x =13 Vx=—-7
Sabiendo que los valores son positivos x = 13
Entonces reemplazando en (1):
13—y =6
y=7
Por tanto, el producto es: xy = 13(7) = 91
RPTA: A

) ) : . . 15
4. La diferencia de un nimero positivo con su reciproco es -

Encontrar dicho nimero y dar como respuesta el doble del niumero,
menos tres.
1

moOwD>
Ul D W N

RESOLUCION:

Del enunciado, sea: x: el nUmero
15

X——=—

X 4

Multiplicando por 4:

s(x=3)=4(3)
x x) 4
4x% — 4 = 15«x
4x%> —15x —4 =0
Ax+1D)(x—-4)=0

—1v—4
x—4x—

Segun lo que pide el problema es:
2x —3=2(4)—-3=5
Por lo tanto, el doble del nimero menos tres es 5.
RPTA: E

5. Si las raices de la ecuacién x% + ax + b = 0, son las inversas de las
raices de la ecuacién 2x% + 6x — 5 = 0. Hallar el valor de “a? — b? +
ab”.

11/25

22/25

33/25

44/25

13/25

mooOowp

RESOLUCION:
Del enunciado tenemos que el conjunto solucién de:
2x2 4+ 6x —5=0es {x;;x,}

5
Entonces: x;+x, = —3 A x1x, = -

Y el conjunto solucién de x> + ax + b = 0 es {xi xi}
1 2

Ademas, tenemos que:

X1 X3
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xX1+x; 1
—=—a A =b
X1X2 X1X2
—3_ 1 _ b
5 *NTET
2 2
@4="5 AP =75y

36 4 12_44
~ 25 25 25_25

—: —b2+atb=ﬁ
25

RPTA: D
6. Determinar los valores de “m"“y "n”; sabiendo que, las ecuaciones:
2m)x>+3mx+8=0y
Bn-2)x*+ 2n—-2)x+4 =0,
tienen las mismas raices. (Dar como respuesta “m + n”)

0
2/5
3/5
—2/5
~1/5

mooOowp»

RESOLUCION:

Por la equivalencia de ecuaciones se tiene:
2Zm 3m 8

3n—2 2n-2 4
Resolviendo las ecuaciones:

2m B
3n—2
2Zm =6n—4

—-3n=-2..(I)
Por otro lado, se tiene:
3m _
2n—2
3m=4n-—-4

3m—4n=—-4..(I)
Resolviendo el sistema con las ecuaciones (1) y (I1):
m—3n=-2..(I)
{Bm —4n=—-4..(I)
Multiplicando por —3 a la ecuacién (1)
—-3m+9In=6..(0)
{3m — 8 =4.. W)

5n=2—>n=§

Reemplazando este valor en la ecuacién (1):
2 4
m—3<—)=—2—>m=——
5 5

2
Porlotanto:m + n = s

RPTA: D

7. El Libro de los Récords Guinness publicé que, el hombre mas alto
de la historia mide 2, 7q m. Hallar la talla del hombre mas alto, donde

la siguiente ecuacion tiene solucion unica.
2

2 3 3
(2vx) +<\/§) +3(1+q> 0
2,72m
2,73 m
2,71m
2,74 m
2,78 m

mooOw»

RESOLUCION:
Reduciendo la ecuacion:
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(2\/5)2+(i)2+3(1+§) =0
Vx q
9 3
4x + = +3(1+—) =0
X q
3
4x2+3<1+5)x+9 =0

Como tiene solucidn Unica la discriminante es cero, entonces:
b?> —4ac =0

Reemplazando:
2

[3 (1 + 2)] : 4(4)(9) = 0

9(1+%) = 16(9)
(1+g) =16

3 3
1+-=4 V14+=-=—4
q q

Entonces:

Como g debe ser nimero natural entonces g = 1
Por lo tanto, la talla del hombre mas alto es 2,71 m.

RPTA: C

8. Eduardo aprovecha este mes de primavera para comprar rosas
importadas del extranjero para su venta, donde su inversion total fue
de 480 soles. Si las rosas que en total compro hubieran costado 8 soles
menos, entonces el hubiera comprado 10 rosas mas. ¢ Cudl es el precio
de cada rosa que comproé Eduardo?

A. S/ 18

B. S/20

C. §/22
D. 5/24
E. 5/28

RESOLUCION:
Del problema:
x: precio de una rosa
y: cantidad de rosas
Planteando:
xy = 480
Del problema se deduce que:

(x —8)(y + 10) = 480
xy — 8y + 10x — 80 = 480

10x — 8y = 80
10x —80 5x —40
S = T
Reemplazando en la ecuacién:
5x — 40
x( ) = 480

5x% — 40x = 1920
Simplificando:
x2—8x—384=0
Resolviendo por férmula general:
8 ++v1600 8 —v1600
2 2
Por tanto,x; =24 V x, = —16

x1=

Asi que cada rosa costé 24 soles.

RPTA: D
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2 EL ALGEBRA COMO ESTRATEGIAS DE SOLUCION
2.1 RAICES DE UNA ECUACION POLINOMIAL

CAPITULO Il

[ RAICES DE UNA ECUACION POLINOMIAL ]

ALGEBRA

\

(TEOREMA FUNDAMENTAL DEL ALGEBRA.

La ecuacién polinomial:

P(x) = apx™+ a;x™ 1+ ax" 2+ +a,_1x+a,=0
Con coeficiente ay # 0,y gradon = 1 con cualquier tipo de

o, "

coeficientes numéricos tiene por lo menos una raiz o “n

/EI algebra es una rama clave de las matematicas que estudia Ia\
manipulacién de simbolos y numeros mediante operaciones.
Incluye la resolucién de ecuaciones, desde polinomiales hasta
sistemas de ecuaciones lineales y no lineales, y el analisis de
inecuaciones. Las matrices y determinantes son herramientas ) )
esenciales en algebra lineal, usadas para resolver sistemas de \ralces ya sea real o compleja. j
ecuaciones y transformaciones. La racionalizacién simplifica
expresiones con radicales. El algebra es fundamental en ciencias e

ingenieria, facilitando la modelizacion y resolucién de problemas Como consecuencia del teorema, cualquier polinomio P(x) de grado
complejos, y es vital para el desarrollo de diversas aplicaciones n se puede descomponer en factores lineales de la forma:
Qecnoléqicas y cientificas. / P(x) = a,(x —x1)(x — x3)(x — x3) ... (x — x,)

— Donde x; ; X, ; X3. ;X son las raices del polinomio, y a, es el
coeficiente principal(el coeficiente de x™).

2.1.1 TEOREMA DE CARDANO - VIETA

Establece relaciones entre los coeficientes de un polinomio y las sumas
y productos de sus raices. Este teorema es especialmente util para

polinomios de grado n y proporciona las siguientes relaciones:

A. La suma de raices tomadas de una en una.

a;
x1+x2+x3+---+xn=—a—
0
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B. La suma de los productos de las raices tomadas de dos en dos.
a;

X1.X2 + X1.-X3 + X1-X4 + -+ Xn-1-Xn = a_
0

C. Lasuma de los productos de las raices tomadas de tres en tres.

X1.-X2.X3 + X1.X2.X4 + -+ Xn-2-Xp-1.Xp = ——

Este patrén continda alternando el signo hasta el calculo de:

D. Producto de todas las raices.
aTl
X1-X2.X30 0 o Xp_1.Xp = (—1)".a—
0

. 8 - o . W7 a
Si “n” es impar se cambia de signo a la division de a—"
0

n

q O A o o e a
Si “n” es par no se cambia de signo a la divisién de —
0

APLICACIONES

El teorema de Vieta es muy util en:
e Laresolucion de ecuaciones polindmicas.

e El andlisis de las propiedades de las raices sin resolver

explicitamente la ecuacion.

e Lafactorizacién de polinomios.

En resumen, el teorema de Vieta establece relaciones precisas entre
los coeficientes de un polinomio y las raices de dicho polinomio,
proporcionando una herramienta poderosa para trabajar con

ecuaciones algebraicas.

PROBLEMAS Y EJERCICIOS RESUELTOS:

1. Sabiendo que, una de las raices de la ecuacién x3 — 7x% + 2x +
n = 0, es —2. Indicar la suma de las otras dos raices.

moow >
O J U1 DN

RESOLUCION:
Comounaraizes x; = —2 -+ (%)
ademas
x3—7x>4+2x+n=0
Por el teorema de Cardano se tiene:
S=x1+x,+x3=7-(1)
Reemplazando () en (1) tenemos:
—2+4+x,+x3=7
= x, +x3=9
RPTA: E
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2. En la ecuacién 2x3 — x2 — 7x —3 = 0, dos de sus raices suman

1. Hallar la tercera raiz.

A. 1

B. —1

c.t
2

D. —1
2

E. =2

RESOLUCION:
Sea Xxq,X, ¥ x3 soluciones de la ecuacion:
Como
P(x)=2x3—x*=7x-3=0

Por el teorema de cardano se tiene:

—b

S=x1+x2+X3 =
a
-1
:>S=x1+x2 +x3 = _7(1)

Por dato se tiene:
x1 +x2 = 1"' (2)
Reemplazando (2) en (1) tenemos:

1+ —1
X3—2

1
=}1+x3=§
1
:)x3:—§

RPTA: D

3

3. Determinar el valor de "p", si una raiz de la ecuacién: x3 — 5x? +

qgx+p=0;p Nq€ER es2 +1i.

A. —4

B. -2

C. -5

D. -7

E. 9
RESOLUCION:

Comounaraizesx; =2 +1
E— xz = 2 o l
Por el teorema de Cardano se tiene:

la suma es:
-5

S=x1+x;+x3=———=5"

1
P = xleX3 = _§"’ (2)

Reemplazando las soluciones en (1) tenemos:
-5

24i+2—itxy=——=

1
$x3=1

(1)

5

Ahora reemplazando las soluciones en (2) tenemos:

QR+i)2—-Dx3=-p
— (4= (D) 1=
=p=-5

4. Si: ab y ¢ son las raices
2 2 2
x3 — 4x% + 2x + 4 = 0. Calcular: 5+ Py

c

ac ba’

de la

RPTA: C

ecuacion:
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A. 5

B. -5

C. -4

D. -2

E. —7
RESOLUCION:
Como:

0= a? b2 + c?
= iy ba
Sacando minimo comun multiplo
3 3 3
a’+b°+c
Q e P—— D (1)

abc
Ahora de la ecuacién

x3 =t 2% + 4= 0
La suma es:

51=a+b+c=—T=4---(2)

S, =ab + bc+ac =2--(3)
El producto es:

4
P =abc = —1= —4---(4)

Como se sabe que:

(a@a+b+c)¥=a®+b3+c>+3(a+b+c)ab+ bc + ac)

— 3abc - (5)
Reemplazando (2),(3) y (4) en (5) se tiene:
AP =a+b3+c3+3-4-2-3(-4)
=>a*+b3+c3=64—-24-12
= a®>+b3+c3=28---(6)
Reemplazando en (6) y (4) en (1) se tiene:

=Q=-7

RPTA: E

5. Si: 3 — 2v/2, es una raiz de la ecuacion mx3 —11x%2 —nx+ 1 =

0. Calcular: "mn".

10
8
12
4
6

moow?»

RESOLUCION:

Comounaraizesx; = 3 — 242
= x, =3+2V2

mx3—11x>—nx+1=0
Por el teorema de Cardano se tiene:

SN YE -11 11 )
TR TSSES A m
Sy = X1Xp + XoX3 + X1X ——_n——z---(Z)
2 X2 F XXz + Xy X3 = m
1
P: — — — 3
X1X2X3 m (3)

Reemplazando las soluciones en (3) tenemos:

(3-2v2)(3+2V2)x3 = —

1
:>x3:__
m
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Ahora reemplazando las soluciones en (1) tenemos:

1 11
3—-2V2+3+2V2-—=—
m m

12
>6=— =>m=2
m

Por lo que
1
X3 =——
2 2
de (2) tenemos:
—n n
X% +x3(xp + %) =—=——+(4
142 3( 2 1) m m ( )

Reemplazando las soluciones en (4)
1 n
(3 —2x/§)(3+2x/§)—§-6 e
1-—3 i
=1—-3=—=
2

= n=4
Porloquemn = 8

6. Si: x1, X2 y x3, son las raices de la ecuacidn:
4x3 —2x2+7x-3=0

Calcular:
1 1 1
Q= + +
X1.X2 X2.X3 X1.X3
A 2
3
B. 3
2
c. -2
3
p. -3
2
E. =
2

RPTA: B

RESOLUCION:

Como:
1 1 1
X1X2  XpX3  X1X3
Sacando minimo comun multiplo
X3+ X5 + x4

Q=" ()

X1XpX3

Ahora de la ecuacién
4x3 —2x%2+7x—-3=0
Por el teorema de Cardano se tiene:

La suma es:
S=x+x+ e
S xF x5 Rx; = 0—— ==
1 2 3 ) 2
El producto es:
b -3 3
=N B R ——F .
1X2X3 e
Reemplazando en (1) tenemos:

2

Q:

BlwN] -

RPTA: A

7. Hallar el valor de “k”, si las raices de la ecuacién x® — 9x?% + kx —
24 = 0, estan en progresion aritmética.

A. 12
B. 13
C. 24
D. 26
E. 28
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RESOLUCION:
Como las raices estan en progresion aritmética entonces sean estas
a—r1,a,a+rdonder eslarazdn
Ademas
x> —9x%+kx—-24=0
Por el teorema de Cardano se tiene:

la suma es:
Ss=a-r+a+a+r=9--(2)
= 3a=9
=a=3

El producto es:
P=(a—7r)ala+r) =24
=33 -r)(3+r) =24
= (9—-1%)=8
=r=1
Entonces las soluciones son: 2,3 y 4
Por el teorema de Cardano también se tiene:
La suma tomada de dos en dos:
S =2-3+3-44+2-4=k
= k = 26
RPTA: D

8. Si dos ralces complejas de la ecuacion
2x> 4+ ax* +bx3 +cx*+dx—2=0, son "i"e"i+1". Hallar el
valorde:"a+ b +c+d".

A.0

B
C.
D
E

R0 O B~ N

RESOLUCION:
Como tenemos dos raices i,i + 1,
Entonces otras dos raices son —i,—i + 1, m
Ademas
2x° +ax* +bx3+cx?+dx—2=0
Por el teorema de Cardano se tiene:

El producto es:
—2
=i(-D)A+)A—-i)ym= B o e 1
= -i’(1-i)m=1
Debido a que i = —1

1
=>2m=1:>m:§

Construyendo la ecuacién tenemos
x—Dx+iDx—-1-Dx—-1+iD)2x—-1)=0
= x?*+1D%?-2x+2)2x—-1)=0
= 2x3—x?+2x—-1)(x*>—-2x+2)=0
= 2x° —5x*+8x3—7x>+6x—-2=0
Comparando con
2x5+ax*+bx3+cx?*+dx—2=0
Entoncesa = -5, b=8,c=—-7 yd =6
Porloquea+b+c+d=-54+48-74+6=2
RPTA: B

9. Sabiendo que, las raices de la ecuacion:
B+mx:+nx+m=0,

son proporcionales a 2,3 y 4. Hallar "n".

39
A —
4
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SR

B
C.
D
E. "

RESOLUCION:
Como las raices son proporcionalesa 2,3y 4
Entonces las raices son 2k, 3k y 4k
Ademéds: x3 + mx? +nx+m =10
Por el teorema de Cardano se tiene:
la suma es:

S=9% =-m--(1)
El producto es:

P=24k3®=-m--(2)

Reemplazando (1) en (2) tenemos:

24k3 =9k

9 3
2 _ g >
i 24 8

Por el teorema de Cardano también se tiene que:
La suma tomada de dos en dos:
S, = 2k)(3k) + (2k)(4k) + B3k)(4k) =n
= 6k? + 8k*+ 12k* =n
= 26 '3 =n
39

=n=—
"=

RPTA: A

ecuacion

10. Una las raices la

2x3 + mx? +nx+4=0, es 2 —+/2. Calcular el valor de: Q=
¥2n - 3m.

A. 4

B. 6

C. 8

D. 2

E. 10

RESOLUCION:

Comounaraizesx; =2 —V2=x, =2 ++2
2x3 +mx?+nx+4=0
Por el teorema de Cardano se tiene:

4
P = X1XpX3 = — 5 = =7 '(3)

2
o (2=VE)(2 4 VD)5 = —
$2x3:_2$X3:_1

Construyendo la ecuacidn se tiene:
(x—2+V2)(x —2-V2)(2x+2) =0
=2x*?—-4x+2)(x+1) =0
= 2x3—6x%>—4x+4=0
Comparando con 2x3 + mx? +nx +4 =0
m=-6yn=-—4

=+32n-3m

:Q=Jm_3(-6)=m
=0=4

Por lo tanto, reemplazando en Q

RPTA: A
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2.2 MATRICES Y OPERACIONES CON MATRICES
2.2.1 MATRIZ

Una matriz es un conjunto de nimeros o expresiones numéricas que

se ordenan como una tabla de filas y columnas. Cada una de las

intersecciones de filas o columnas se denomina elemento de la matriz.
a1 Qun

am1 Amn

2.2.2 ORDEN DE UNA MATRIZ

Estd dado por la multiplicaciéon indicada del numero de filas por
numero de columnas.

1 3 -5
B=]10 1 =7]|, orden3 X 3
-2 3 0

B = [bl-j], 3 X 3; i: filas; j: columnas

2.2.3 CLASES DE MATRICES:
2.2.3.1 MATRIZ FILA:

D=[%1 Q12 - Gj]

2.2.3.2 MATRIZ COLUMNA:
ajq
D = |

a1

2.2.3.3 MATRIZ CUADRADA:
N° de filas = N° de columnas

Ayxr = [i _4]

TRAZA DE LA MATRIZ: Suma de los elementos de la diagonal principal,
en este caso, 2y 4.Traz(A,x2)=2+4=6

2.2.3.4 MATRIZ NULA:
Todos sus elementos son iguales a 0.

0 0 O
0 0 O

0 0 O

A=

2.2.3.5 MATRIZ TRIANGULAR SUPERIOR:
Es una matriz cuadrada: a;; = 0 parai > j

Ejemplo:
N2
B*= [O S s ]
0 0 4

2.2.3.6 MATRIZ TRIANGULAR INFERIOR:
Es una matriz cuadrada: a;; = O parai > j

Ejemplo:
1 0 O
c=13 5 0
Ty 9 =2

2.2.3.7 MATRIZ DIAGONAL:
Matriz cuadrada: a;; = O para i # j
Ejemplo:
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1/2 0 0 2.2.3.11 MATRIZ SIMETRICA:
D=|¢g 5 o Es una matriz cuadrada donde: 4 = A®
0 0 -8 a;; = a;; para i+j
Ejemplo:
2.2.3.8 MATRIZ ESCALAR: 1 -5 1/3
Es una matriz diagonal: aq1 = @33 = azz3 = auu, =k A=|—_5 3 7
Ejemplo: 1 7 _2
2 0 0 /3
F=10 2 0 p
0 0 2 2.2.3.12 MATRIZ ANTISIMETRICA:
Es una matriz cuadrada, donde A = —A? tal que a;; = —a;j; los
2.2.3.9 MATRIZ UNITARIA O IDENTIDAD (I): elementos de la diagonal principal son ceros a;; = 0, i = j.
Es una matriz diagonal donde: @41 = a2 = azz3 = ap, =1 Ejemplo:
1 0 O 1
I=10 1 0 s 113
0 0 1 A=] 7 0 8
-8 0
2.2.3.10 MATRIZ TRANSPUESTA:
Se obtiene al intercambiar las filas por las columnas: 2.2.3.13 MATRIZ IDEMPOTENTE:
Ejemplo: Es una matriz cuadrada, donde 4% = A.
1 §2 5 w 1/2 Ejemplo:
A=[g1 B s Af MY 11 LAY Y P 11
M, 0 =2 5 7 -2 a=2 2 - a=|2 2fF s ar=|2 2|=a
2 2 2 2| 12 2 2 2
Propiedades:
r=r 2.2.3.14 MATRIZ INVOLUTIVA:
(KA)' = KA* Es una matriz cuadrada, donde: A% = I.
(AB)* = Bt x A* Ejemplo:
(AHt = -1 0 » [-1 0] [-1 0]_[1 O
(A+B)t=At+Bt A‘[o 1] - A‘[o 1]'[0 1_[0 1]_1
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2.2.4 MATRICES CONMUTABLES:
SiA-B= B-A;ademas(A-B)? = AP-BP ; PEeN

vo-f 2B Y15 Y
wa-f OB -0

2.2.5 MATRIZ ORTOGONAL:
Es una matriz cuadrada donde: A- At = A'- A = I; es invertible, la
inversa de una matriz ortogonal también es ortogonal.

m=[y 1k w=[5 ]

w3 MG -l 9=
2.2.6 MATRIZ DE COFACTORES:
I 11

3 32 0]

4 1 3

A=

Matriz Cofactor de A.

-6 9 11][+ — +
cA=|5 -1 -7||- + -
2 -3 -8ll+ - +
-6 —9 11
CA=|-5 -1 7
2 3 -8

2.2.7 MATRIZ ADJUNTA:
Es la transpuesta de la matriz de cofactores:

-6 -5 2
CA=]1-9 -1 3
11 7 -8

— adjunta(A) = Adj(A)

—6 -5 2
(cAt=|-9 -1 3
1 7 -8

2.2.8 OPERACIONES CON MATRICES

2.2.8.1 PROPIEDADES DEL PRODUCTO DE UN ESCALAR POR LA MATRIZ
Sean a y 8 dos escalares y A, B dos matrices del mismo orden,
entonces:

l-(a-B)-A = a(B-A)

2-a-(A+ B) = aA + aB

3-(a+pB)'A =a-A+pB-A

4-1-A = A

5-0-A = A

2.2.8.2 PROPIEDADES DE LA SUMA DE MATRICES
Si dos matrices se pueden sumar se llaman conformables respecto a
dicha operacion.

1.-A+ B = B + A, Conmutativa
2-A+ (B+C) =(A+ B) + C, Asociativa.
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2.2.8.3 PROPIEDADES DEL PRODUCTO DE MATRICES

El producto de dos matrices A - B esta definido solo cuando el nimero

de columnas de la matriz A es igual al nimero de filas de la matriz B.
1-A-B+B-A

2-(A-B):C=A-(B-0)

3-A-(B+C)=A-B+A-C

4-(B+C)-A=B-A+C-A

5.- k(A-B) = A(k - B); k es un escalar.

PROBLEMAS Y EJERCICIOS RESUELTOS

" » o« » « [{gen) ]

1. Hallar el valor de las variables “x”, “y”, “w” y “z”, para que se
cumpla:
x+y 6z ] A [—1 2 ]
2w 2x-—3y 6 -7

Ax=-2y=Lw=3y Z=§
B.x=2,y=1Lw=3y Z=§
Cx=-2y=-1Lw=3y z ==
D.x=-2;y=5w=8y Z=§
EEx=-2;y=—-Lw=3y z=1
RESOLUCION:

Las matrices son de la misma dimensién es decir el mismo orden, al
realizar la igualacion de los términos obtenemos
x+y 6z
2w 2x — By]
x+y=-1
6z=2
2w =6
2x —3y=-7

Para z
6z =2
2
zZ=-
6
1
zZ ==
3
Paraw
2w =6
6
w=-
2
w =3

Para x e y, un sistema
{ x+y=-1..(1)
2x =3y =-7...(2)

Multiplicamos (1) por 3

3x +3y =-3
{2x—3y=—7
5x = —10
x=-2
y=1

Resolviendo el sistema, tenemos:
1
x=-2,;y=1w=3Yy z=73

2. Formar la matriz A = [ai]-] ,» de modo que se cumpla:

3x
ay = {2
v i+ji<j
1 3 4
AAA=[-1 1 5‘
1 -1 1

RPTA: A




—1 3 4
B.A=|1 1 5]
1 0 1
1 3 —4
CA=|-2 1 5 ]
1 -1 1
1 3 4
D.A=|-1 0 5
1 -1 0.
1 0 4]
EEA=|0 1 =5
1. §—1 £1 ]
RESOLUCION:

Planteamos la matriz de acuerdo a sus caracteristicas

A =01 QA a3

a3; dszz 0433

a1 Qg2 alj

aip = D =(-D* =p

a22 = (_1)2+2 — (_1)4 . 1

(33 = (_1)3+3 — (_1)6 =1

azy = (D> =(-1)3*=-1

as; = (—193+? = (-D5 =}-1

az = (1) =(-D*=1

a,=1+2=3

a3 =2+3=5

a3=1+3=4

Por lo tanto:
ai1 Q12 Q13 1

A= [aij]3><3 = [a21 azz azs] = [

31 dzz dzz

3. Sean las matrices:
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RPTA: A

5 -2 6 -3
C_[_21 5, 7% 85] '
D:[ 6 2 1 —7]‘

Determinar “3C + 2D"”.

13 —14 4 —19

A. 6 28 -9 10]

g [1 —14 34 -19

‘le -8 9 10

c 13 —14 34 —-19

"le 28 =19 10

o 3 —14 34 —19]

"l-6 28 —-19 0

¢ 3 144 3¢ —19]

‘Lo 0 -9 7

RESOLUCION:

Determinamos cada matriz escalar

3C=[3(5) 3(=2) 3(6) 3(—3)12[15 -6 18 —9]
3(=2) 3(8) 3(-7) 3(8) -6 24 =21 24
2D = 2(-1) 2(-4) 2(8) 2(—5)]=[—2 -8 16 -10

2(6) 22 2(1)  2(-7) 120 dog) —14

Ambas matrices resultaron de orden 2 X 4, entonces se pueden
sumar

_[15 -6 18 =9] (-2 -8 16 —10
N [13 _14 32 —19
1% 1317341 119
Por lo tanto, 3C + 2D = [6 28 —19 10 ]

RPTA: C

4. Dada la siguiente igualdad:

3[m:2 Z]_[m;z —5n :[130 g]
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Los valores de las incognitas son

Determinar el valor de las incégnitas. m=,1n=2,y=0
RPTA: D
Am=-1,n=2;y=0
Bm=0n=2,y=1 5. Una empresa de automdviles, dispone de dos plantas de
Cm=1n=2,y=7 fabricacién, una en EE. UU. y otra en Francia; en los que fabrica dos
Dm=1n=2;,y=0 modelos de coches “M1” y “M2”, de tres colores diferentes “x”, “y”,
Em=1n=2;,y=-2 “z”. Su capacidad de produccidn diaria en cada planta esta dada por
las siguientes matrices (“A” para EE. UU y “B” para Francia).

RESOLUCION: 300 95 190 90
Hacemos las operaciones indicadas A=1250 100 y B=200 100]

200 100 150 80

m+2 n]_[m—2 —n 10 8 : R} & 1 ]
3 [ ] " [ ] Determinar la representacion matricial de la produccion total por dia.

3m 4+ 6 Bn] B [m -2 —n [10 8] -4 2
L3 7 0 18
[2m +8 4n [10 8] A. 450 250
| 3—y 7 1350 180
Entonces por matrices iguales 490 185
2m+8 =10 B. 450 200
= 550 170
‘ 34_71 :83 490 185
y C. 150 252
1350 180
Param [400 185]
2Zm+8 =10 D. 450 220
2m =2 (350 180
--m=1 490 185
E. 450 200
Paran 1350 180
4n =8 <
n=2 RESOLUCION:
Paray Por los datos entendemos que producen 2 modelos de autos y de 3
3—y=3 colores
y=0 Planta EE. UU
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Ml M2

300 951 X
4= [25() 100]

200 100

Planta Francia

M1l M2
190 90 ]

-

-

B =200 100
150 80
Para determinar la produccidn total de las dos plantas tendriamos

gue sumar la produccion de la planta EE. UU. y la de Francia. Entonces

300 95 190 90 ] 300+190 95+90

-

Pl

A+ B =250 100(+ 200 100 250 +200 100+ 100

200 100 150 80 200+ 150 100+ 80
La produccidn total es

490 185]

A+ B =450 200

350 180

RPTA: E

6. Si tenemos la matriz "B", dada por:

_[6 -3 4 1
B = [5 _o 1]. Hallar el valor dezB.
3 —% 2
A.
s 1 1
2 2
3 —% 2
B.
4 1
2

4 =20
C |s 1
:E _1 E:
3 -2 2
D.
s, 1
[ 2 2]
[ 3
El3 73 2]
-9 -1 1
RESOLUCION:
El escalar%se multiplica por cada uno de los términos de la matriz i .
1 1 1 3
poi[6 3 4 ;® 3 S@F B\ 2
2 I5 -2 1 L Lo N o e 1
SOREICRETCH] M ER O
Por lo tanto:
1 5 3 —= 2
275 ;1
2 2
RPTA: A

7. Calcular la matriz que resulta de laoperacion de 344t — 21, siendo:

N
T
B. [51 —55
C. 28 51
2582 5215
D. [41 75
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78 54
E- [51 85

RESOLUCION:
Reemplazamos la matriz A en la expresién 3AA" — 2I.
Recordemos que I es la matriz identidad del mismo orden que A.

Entoncesl=[(1) (1)]
saac-21=32 ][ 3]-2[} )]

3 1113 51_[3®)+@) 30B)+1(2)]_r10 17
Para[s 2”1 2 _[5(3)+2(1) 5(5) + 2(2) _[17 29]
Reemplazamos en -+ (1)

t o E,[80 171 _ 1 071 _T30 S17%=2e40] _
3AA ZI_3[17 29 2[0 1]_[51 87 [o 21
[28 51
51 85
Finalmente

¢ o1 [28 51
3AA 21_[51 o

RPTA: A

: » m 0] .
8. Determinar los valores de “m” para los cuales X = [O 2], si se

sabe que, X? —§X+ 1=0.

A.my =—-2;m, =%
B.my=2,m,=2
Cmy=2,m,=9
Dmy=-2,m, =—=
E.my=2;,m, =§
RESOLUCION:

Reemplazamos la matriz X

X2 —2x4+1=0
2

5
Pl 950 946 -6
5 —_—
ORI R T e S
Podemos igualar:
m2—§m+1=0

2m? —5m+2=0
Por férmula cuadratica

5+v25—16 543

m =

4 4
Entonces los valores que puede tomar “m” son
P38 4 3
MASF ™
~5-3 2 1
M=y T T

RPTA: E
9. Determinar los valores de “x” e “y” en la siguiente ecuacion:

moo @ P
R R R ORR
I
o~
<
I
I

RESOLUCION:
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Tenemos:
[1 _1] [x] _ [1 X ] [3] B.{0 O —1]
3 21 y —1]12 0 1 1 )
Multiplicamos matrices y obtenemos: 4 4 1
xX=y 3+ 2x C.|-3 -3 -1
[3x+2y] - [3y—2 - 2 _14 —11:
Por comparacion en matrices iguales p.l-3 —3 _1
x—y=3+4+2x L0 1 1 |
3x+2y=3y—2 [ 4 4 1
Entonces transponiendo tenemos un sistema: E. [-3 -1 O]
{x+y=—3...(1) 0 1 1
3x —y=-2..(2)
4x = =5 RESOLUCION:
x=—2 Dada la matriz:
Parg “ 4 | (1) 4 55y —1 4 A =i 4 4 1
a;a y” reemplazamos en e hoAd_3 11\ ].[_3 ) H ] i [_3 _3 _1]
—Ztx==3 -3 —4 011-3 -4 0 0 1 -1
y=13 +§ 4 4 1 4 5 ™
N AP=A"-A=|-3 -3 -1|.|-3 -4 1
Y=1z 1 ol 0 1 —-141-3 -4 0
Por lo tanto, los valores son: . aB=lo 1 ol=1
by — 5 — 0 0 1
‘71 AP=A-A=1-A=A
y = _Z Entonces:
RPTA: C A128 — A42.3+2 — (A3)42 . AZ — 14-2 . A2 =1 AZ
4 4 1
4 5 1 A2=|-3 -3 —1]
10.DadalamatrizA=|-3 -4 1 ], calcular A1%8 o 1 -l RPTA: C
-3 4 0
4 4 1
A |3 =2 —1]
0 1 1
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2.3 DETERMINANTE E INVERSA DE UNA MATRIZ 2X2 2.3.3 INVERSA DE UNA MATRIZ DE ORDEN 2 x 2
2.3.1 DETERMINANTE DE LA MATRIZ Una matriz cuadrada “A” es invertible si existe una matriz“B” tal que,
Es una aplicacién a una matriz cuadrada que la convierte en un niimero A-B = B-A=1I; por lo tanto la matriz “B” es la inversa de “A”. Se
real. Se denota asi: det(A) o |A|: denota asi:
a a _ a-1
Sealamatriz4 = [ai aiz] se define su determinante: 1 B 4
-1_ = : _ t
|A] = a11.a22 — az1. a1 4 A] Adj (4) = |A| 77 (€4
EJEMPLO: EJEMPLO:
Halla el det(A) de la matriz A = [i _g Hallar la inversa de 4
R 1 [=2
4 ¥ [5 3 ]
=i HE@ED -@en = -10+12=2 1- det(4) =
I ¥ _[3 -5
Por lo tanto: 2.- adj(A) =CA = [2 1 ] entonces
det(A) = 2 3 3 WD
(CA)t = [_5 1]
2.3.2 PROPIEDADES DE LOS DETERMINANTES
& Siseintercambian las filas por las columnas en un determinante 3.- Multiplicamos por la inversa de su determinante.
su valor no se altera. AL — i[ 3.2
& Sj todos los elementos de una fila o columna son ceros, el 19 LY
determinante vale cero. i i
® Si se intercambian 2 filas o 2 columnas continuas en un A-1— (1313
determinante, el valor de éste cambia de signo. __5 i
@ Si una matriz tiene dos filas o dos columnas iguales o 13 13

proporcionales, su determinante es cero.
& Una matriz cuadrada y su transpuesta tienen la misma
determinante.

> PROPIEDADES DE LA MATRIZ INVERSA

= E|l determinante de una matriz diagonal , triangular inferior o 1-I''= 1
triangular superior es igual al producto de los elementos de la 2- (AB)1= B1.- 471
diagonal principal. 3-(AH1=124

4- (AH! = (A™H!
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PROBLEMAS Y EJERCICIOS RESUELTOS

2 1

1.5i:A=[O h

]. Calcular det(A4 - AY)

mooomp»
Ul p W N

RESOLUCION:
Primero:

a-a =[5 =6 g

det(AxA) =5x1—-1x1=4

Luego:

~ Elvalorde la det(A x A?) es 4.
RPTA: D

2. Determinar todos los valores de "m" para que det(4) = 0, si: 4 =
[m —1 —2 ]
1 m-—4
A.264
B.367
C.263

D.761
E.207

RESOLUCION:
Sabiendo que:

m—1 —2
| 1 m- 4| =0
Entonces:
(m—-1Dm-4)—-(D(-2)=0
m—-1(m—-4)+2=0
m? —5m + 6 = 0}
Resolviendo la ecuacion cuadratica:
m-2)(m-3)=0
~ Los valores de "m" son:
m=2vm=3
RPTA: C
3. El precio de un producto esta determinado por el valor de “
— det(A)", siendo:

3 3 5
A=|-1 0 1]
0o 2 0
Calcular el precio del producto (en soles).
A.0
B. —14
C. —16
D. 16
E. 14
RESOLUCION:

Por el método de submatrices o cofactores
Elegimos la fila 3
_anl3 5]_ 3 5§ 3 3
4] _0|o 1| 2|_1 1|+0|—1 0|

141 = _2|—31 i)

|Al = =2(3 = (-5))
|A| = —16
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12 +5,76 = 17,76

El precio del producto es " — det(A4)" RPTA: B
Entonces:
—det(4) = —(—16) 5. Calcular el determinante de "A", si:
- El precio del producto es de 16 soles. = ZC 3B
RPTA: D Ademas, B = [ ] [
4. La siguiente matriz representa el pago del mes de noviembre del
. A. 110
consumo de agua y luz de Mario y Rolando:
L B. 111
uz ua
Mario 48 El C. 109
Rolando 36 12 D. 113
Para el mes de diciembre, les aumentan un 2% del valor de la E. 112
determinante de dicha matriz, a cada uno de los servicios mostrados 3
en el grafico. ¢Cuanto pagara Rolando por el servicio de agua en el N
mes de diciembre? Piden det(A)
Tenemos por dato:
A. 12,20 soles A=20C-3B
B. 17,76 soles Desarrollando:
C. 17,20 soles A=2 |2 1| -3 |4 3|
D. 18,20 soles 3 2 1.5
E. 10,20 soles :|4 2|_|12 9|
. 15
RESOLUCION:
Del enunciado calculamos el valor del determinante: A= |—8 -7
det(M) = (48)(12) — (36)(8) 3 -11
det(M) = 576 — 288
det(M) = 288 det(4) = (-8)(—-11) — (=7)(3)
Haciendo el aumento respectivo: det(A) = 88 + 21
A =2%.288 det(4) = 109
A=576 = El valor de la “det(A4)" es 109

Por lo tanto, lo que pagara Rolando por el servicio de agua en el mes RPTA: C

de diciembre sera de:
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6. Sea "A" una matriz cuadrada de orden 3 X 3 con det(4) = —4 .
Calcular el valor de det(2A41(4%)71).

4

w

mooOwP>P
S
N

-3

RESOLUCION:

Por dato:
A es una matriz cuadrada de orden 3 X 3
Ademas: det(4) = —4

Nos pide: det(2A4T (4%2) — 1)

Recordemos:

det(A X B) = det(A) x det(B)

det(14) = A". det(A); n:orden de A

det(A™1) = Tot(A)
det(AY) = det(A)

Sea:
x = det(24t(4%)~1)
x = det(2A%) x det(4?)~ 1

_ 93 t
x = 23det(AY)x det(4D)

=8d 1
x=8 et(A)xW
8

X = det(d) - —a
x=-2

= Elvalor de la det(2A4t(4%)~1) es —2.
RPTA: C

7. Maria tiene "b% — 1" afios. El valor de "b" es la suma de los valores

de "x" e "y", si se sabe que:

3 x 2y

0 x 99 |=60

0 0 x—1
y 0 0
-5 1 0 =24
4 -3 y>+9y+26

Calcular la edad de Maria.

A. 50 afios
B. 45 anos
C. 63 aios
D. 24 aiios
E. 42 aios

RESOLUCION:
Se sabe que en el caso de una matriz triangular superior o inferior la
determinante es el resultado del producto de la diagonal.

3 x 2y
0 x 99
0 0 x—1

= 60

B))(x—1) =60
x(x—1) =20
Por lo tanto :
x=5x=—4

y 0 0
-5 1 0
4 -3 y?+9y+26

= —24
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MW (y? +9y +26) = —24
y3+9y2+26y+24=0

Desarrollamos por Ruffini:
+2)y+3)(y+4)=0

Los valores obtenidos de y son:
y = —2;y= —3;y= —4
Luego, la suma de los valores de "x" e "y"
es:
x+y=05-4)+(-2-3-4)=-8

Por lo tanto: b=x+y
b=-8
Finalmente la edad de Maria es:
b? -1
(-8)? -1
64 —1
63

Por lo tanto, la edad de Maria es 63 afos.
RPTA: C

8. En una escuela profesional de Matematica, se sabe que, el nimero
de estudiantes es "2b", el valor de "b" se encuentra en la siguiente
matriz:

A=|4 b b

7 8 9

123]

Ademas, se sabe que, 4 det(A) = —6det(AT)

Calcular la cantidad de estudiantes de la escuela profesional de
Matematica.

mooOowpP
N W U1 00

RESOLUCION:
De la condicién del problema se tiene:
4det(A) = —6det(AT)
4det(A) = —6det(A)
4det(A) + 6det(4) =0
10det(4A) =0
det(4A) =0
Entonces, aplicando Sarrus:

det(4) =

N i U
SSNOT N
S WO ST Ww

0=1(b)(9) + (D) (®)(3) + (7(2)(b) — B)(B)(7) = (b)(8)(1)
- (9()4)
0=9b+96+14b —21b—8b —72
0=—-6b+24
b=4
Por lo tanto, la cantidad de estudiantes de la escuela profesional de
Matematica es "2b"
2(4) =8
RPTA: B
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9. El precio, por mayor, de un producto de primera necesidad; esta

determinado por la traza de la inversa de la siguiente matriz:

_[7 5
B _[—z 9
Calcular el precio del producto.

A. 0,30 soles
B. 0,22 soles
C. 0,32 soles
D. 0,28 soles
E. 0,33 soles

RESOLUCION:
Calculamos la determinante de la matriz:
I S
— [—2 9
det(A) = (7)(9) — (=2)(5)
det(4) =63 +10=73

Ahora calculamos su inversa:
1 19 -5

-1 _
Ay= [2 ]

det(4) 7
119 -5
-1 _ _—
A _73[2 7]
At = 9/73 —5/73
“ 2773 7/73

Luego:
Traz(A ') =9/73+7/73=16 /73 =0,22
- El precio del producto es de 0,22 soles.

RPTA: B
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2.4 DETERMINANTE E INVERSA DE UNA MATRIZ 3X3

2.4.1 DETERMINANTE DE LA MATRIZ
Es una aplicacién a una matriz cuadrada que la convierte en un nimero

real. Se denota asi: det(4) o |A|:

ai1 Q12 Q13

az1 Apzp aze:], se define:
a3z dzz dz3

Sea lamatrizA4 =

|A| = (a11a22a33 + A12053031 + A21032043) — (a31a22043 +
(21012033 + A11032053)

EJEMPLO:
1 2 1
Hallaeldet(A) delamatrizA=| 4 4 —3]
-1%3-21 b
Aplicando la definicién:
1 Z 1
Al = | 4 4 =3
-1 -2 5

Al = (145+4.-21+2.-3.-1) — (-141+1.-2.—3 + 4.5.2)
|JAl=(20—-8+6) —(—4+6+40) =18 —42 = =24
Por lo tanto:
det(A) = —24
2.4.1.1 CALCULO DE DETERMINANTES
A. Regla de Sarrus

Se aplica la matriz trasladando las dos primeras columnas a la parte
final y se aplican multiplicaciones en direccién de las diagonales,
conforme se indica.

a1 Q412 QAg3
az1 Qzz Az3|, entonces:
asz; dsz; dsz

SiA =

= |A| = (a11022a33 + A12023031 + A13021032) — (a31a22043 +
32053011 + A33021012)

B. Regla de la Estrella
Se multiplican los elementos siguiendo el esquema:

a1 Q12 dg3
a1 dpz dAzz|, entonces:
asz; dzz dAszz

2 3 a;q  a 3
|A| = < 2
a 1

= |A| = (a11022033 + A1203031 + A13021037) — (A31022043 +
(3023011 + A3301017)

SiA =

2.4.2 PROPIEDADES DE LOS DETERMINANTES

& Una matriz cuadrada y su transpuesta tienen el mismo
determinante, es decir |4| = |A!| siendo A4 cuadrada.

& Sean las matrices cuadradas A y B y del mismo orden se tendrd
|AB| = |Al.|B|

& Si una matriz cuadrada tiene los elementos de dos filas o dos
columnas, respectivavmente proporcionales; se dira que su
determinante es cero.

& Si se intercambian dos filas o columnas consecutivas de una
matriz cuadrada, su determinante solo cambia de signo.
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& Al sumar una fila o columna a otra fila o columna Si A;; es el cofactor del elemento a;;, entonces la matriz:
respectivamente el determimante no varia. Ay Ay, Az o Agg
& El detemrinante de una matriz diagonal triangular superior o Cof (4) = Ay Ay Ayg = Ay
inferior es igual al producto de multiplicar los elementos de la : : : N :
diagonal principal. Ay Any Anz o Ann
& El determinante de una matriz antisimétrica de orden impar es A esta matriz se le llama matriz de cofactores.
igual a cero.
& Sea A una matrizde orden n; se cumple que |kA| = k™|A|; k es B. ADJUNTA DE UNA MATRIZ
un escalar. A la transpuesta de la matriz de cofactores se le llama adjunta

MATRIZ SINGULAR de la matriz A.

F ol t
Una matriz es singular si su determinante es cero. Si su = Adj A = [Cof (A)]

determinante es diferente de cero se llama matriz no (PROPIEDAD \
singular. Sea A una matriz invertible, entonces la matriz inversa estd
dada por:
2.4.3 INVERSA DE LA MATRIZ Adj A
Sea A una matriz cuadrada; si existe una Unica matriz B cuadrada del A7l = W
mismo orden tal que AB = BA = I, definiremos a B como la matriz K )
inversa de 4 y la denotaremos por A~1, es decir, B = A~1. EJEMPLO:
Calcular la inversa de:
TEOREMA WS 27 43
Una matriz cuadrada tiene inversa si y solo si es una matriz no A=10 =2 1]
singular, en tal caso se dice que la matriz es invertible. 4 2 1

Para resolver, usamos la matriz de cofactores:

C11 ClZ 613
2.4.3.1 OBTENCION DE LA MATRIZ INVERSA A =|Co1 Cpp Cpg
A. MATRIZ DE COFACTORES (31 G5 (33
Sea la matriz Calculamos:
aiq i, aiz 0 Qip C.i =+ -2 1 = —4
Q= |%1 G2 G2z - Qop 1 | 2 1|
I T S T C.. — |2 3| _4
an1 (02%) an3 ) 21 2 1
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C31=+|_22 i|=8
Cs =~y 7|
C +|(1) _2|
Luego
—4 4 8
Ac=14 -11 6]
8 -1 -2

La matriz Adj (A) es la transpuesta de la matriz de cofactores
(A¢):

—4 4 8
Ade=AJ=[4 —11 —1]
8 6 —2
Ahora calculamos la determinante de la matriz A.
1 2 3
|A| = -2 1| =128
4 2 1
Finalmente, la inversa sera:
1 1 2
7 7 7
e / . 1)
A7 =—|4 -11 -1|=|= —— ——
28 3 6 ) 7 28 28
2 3 1
L 7 14 14

. METODO DE GAUSS - JORDAN

Consiste en transformar la matriz inicial en una equivalente
por medio de las transformaciones elementales, por tanto:

[) Se forma la matriz ampliada compuesta por la matriz Ay la
amtriz identidad del mismo orden de A, lo cual da como
resultado (A4/1I).

S Ul N

2
1
0

Loeasezos Uplemlmm wamEwATca

I1) Se efectuan las operaciones solo por filas en toda la matriz
ampliada, de manera que A se transforme en una matriz
identidad. La matriz resultante presentara la forma (I/A™1)

de donde A~ se puede leer a la derecha de la linea punteada.
(4:I oL (I:tB) > A'=B
EJEMPLO:
1 2 3
Calcularlainversade A =2 5 3]
1 0 8

La idea es reducir A hacia la matriz identidad por operaciones
sobre filas y, simultdneamente aplicar estas operaciones a |
para producir A~1

Formamos la matriz ampliada, adjuntando la matriz identidad
a la derecha de A.

Aplicamos las operaciones sobre las filas a ambos lados, hasta
qgue el lado izquierdo se reduce a I.

La matriz final tendrd la forma [I: A71]

f2-2f1
3 :1 00 fz—f1
g 8 é (1)} Ala fila 2 le restamos dos veces la
fila 1y ala fila 3 le restas la fila 1
3¢ 1 0O fz+2f2
-3 : =2 0 ] ]
5 : —1 0 1l4!afila3lesumasdosvecesla fila2
3¢ 1 00 —f3
-3 : =210
-1 _5 9 1|multiplicamos la fila 3 por — 1
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f243f3
-3
12 3: 1 0 0 Lotk
01 -3 : -2 1 0 | Alafila 2 le sumas tres veces la
1 0 1 5 =2 -1l fila3yalafilallerestastres
veces la fila 3.
1 2 0 —-14 6 3 fi—2f2
0 1 o0 13 B
1 -2 5 [ ) 114 la fila 1 le restas dos veces la fila 2
1 0 0 : —40 16 9
0601 0 : 13 -5 -3
101 : 5 =2 -1

Por lo tanto, la inversa de A4 es:
—40 16 9
Al=[13 -5 =3
5 -2 -1
PROPIEDADES

Sean A y B matrices cuadradas no singulares y un escalar distinto de
cero.

1) AXA1=A4"1xA4A=1
2) (AB)"t=pB"1471
3) A H =4
4) (A"t =21714"1
1 -1_1
5) 1471 = Al =
6) SiA X At =1, se dice que A es ortogonal.
7) U"H =1
8) (A/l)_l — (A—l)/l
9 ANTT=UDT"

PROBLEMAS Y EJERCICIOS RESUELTOS:

1. Calcular:
1 2 3
A=(4 5 6
7 8 9
A.0
B.1
C.5
D. 10
E. 9
RESOLUCION:
Por propiedades:
1 2 241 Ton 2 A2 ™ 2% 1
|Al=(4 5 5+1|=|4 5 5/+|4 5 1
7 8 841 7 8 8 7 8 1
e | o T 15 1
|JAl=0+14 4+1 1|=14 4 1[+]4 1 1
7 7+1 1 7 7 1 7 1 1
Luego:
Al =0
RPTA: A
2. Calcular:
4 -5 2
3 1 -1
-2 3 —4
A.52
B.—4
C.-52
D.4
E. —26
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RESOLUCION
Por la regla de Sarrus:

Por los productos
—16 + 18- 10 + 4 + 12- 60
s =52
RPTA: C

NOTA:

Determinante de Wandermonde
1 1% 1

a b c d
2 b2 o2 g2~ -2c-a)d-a)c-b)d-b)d-c)

ad b3

3. Si el valor del determinante

a b c
A=|p q r|=25
u v o w
Calcular el valor de:
2a 2c 2b
B=|2u 2w 2v
2p 2r 2q
A. 25
B. 100
C. 200
D.50
E. 150

RESOLUCION:
Como las filas tienen como factor comun el valor 2, se tiene:
2a 2c 2b a ¢ b
B=|2u 2w 2v|=2-2-2lu w v
2p 2r 2¢q p T q
Intercambiamos las columnas dos y tres
a ¢ b a b c
2:-2-2lu w v|=-8lu v w
p r q p q T
Intercambiamos las filas dos y tres
a b c a b c
=-8lu v w|=(-1)(8) p q r
p q 1T u v ow
=8-25 =200

2 0 1
4. Hallar la matrizinversade:4A=|1 1 -4

3 7 -3
25 7 Vi
A.l-9 -9 9
48 14 8%

. 25 7 -1
B.a -9 -9 9

4 —-14 2
25 -9 4
c.lL7 -9 -14
-1 9 2

L 25 -9 4
D.—{ 7 -9 -14

54
-1 9 2

25 9 4
EE{7 9 -14
-1 9 2

RPTA: C
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RESOLUCION:
Calculamos el determinante:
2 0 1
det(A) =11 1 —-4|=54
3 7 -3

Calculamos la matriz adjunta:

25 -9 4
Adj (A) = < 7 -9 —14)
-1 9 2
Calculamos su transpuesta:

25 7 -1
(Ade)t=<—9 -9 9)

4 —-14 2
La inversa viene dada por A™! = m (Adj A)*
/25 7 -1
ATl = =2 <—9 -9 9 )
4 —-14 2

5. éPara qué valores de x la matriz:

3 x x
A=[1 -1 0
3 -2 0

no admite matriz inversa?

A. R

B.R*

C.R™

D.0

E. no tiene inversa

RESOLUCION

RPTA: B

Calculamos el determinante reduciendo los cédlculos a partir de la
tercera columna

3 x x 1
det(A) =1 -1 o|= x|3
3 =2 0

Una matriz no posee inversa si su determinante es cero. Asi, la
matriz A no tiene inversa cuando x = 0.

o=

RPTA: D

6. éPara qué valores de m la matriz

1 1 m
A=Im 0 -1
6 -1 0

no admite matriz inversa?

A.R

B. R*

C.R~

D. R}

E. Ry

RESOLUCION:

Calculamos el determinante
1 1 m

det(A)=|m 0 —-1|=-m?-7

6 -1 0

Una matriz no posee inversa si su determinante es cero. El
determinante —m? — 7 siempre es negativo para cualquier valor real
de m. Asi, la matriz A siempre posee inversa, independientemente del
valor real de m.

RPTA: A
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7. Resolver la ecuacién matricial: A- X + 2B = 3C A1 A-X=A"1-(3C-2B)
(1 0) X=A1- (3¢ - 2B)
A=|1 0 1 0 O 1 0 O 0 1 1
1 1 X = (—1 1 O) 3 (O 1 O) -2 <1 0 0)]
0o -1 1 1 0 1 0 0 1

0
B=1|1
0

1

0) 1 0 O0\[/3 0 0 0 2 2

1 X=[-1 1 0)[(030)—(200)]

<1 0 0 -1 1/1\3 0 3 0 0 2

c=(o
1

0) 1 0 O 3 -2 -2
1 X=|-1 1 0 -2 3 0
3 0 1

2

O R OO O RR MmO

3 2 2 3 -2 -2
A.|-5 5 2 X=|-5 5 2
5 ¥ 1 5 -3 1
3 -2 RPTA: E
B.|5 5 =2
5 -3 N 8. Dada la matriz A tal que:
3 2 2 2
X 2 1
C{-5 5 2
5 =3 1 Al = |1 2 x
3 -3 -2 y x—2 =5
D.|5 5 2 Si su traza es 1 y el producto de sus elementos de la diagonal
53 3 ] 1 4 secundaria es —16. Hallar su determinante(x > 0).
E. (—g 53 i ) A.8
= B. —36
RESOLUCION: C.0
El determinante de A es distinto de cero, por lo que existe su inversa D. 40
Al = <—1 1 0) i
0 -1 1 RESOLUCION:
Resolvemos la ecuacion Por dato de la traza, tenemos:
A-X+2B=3C traz(A) =x*+2-5=1
A-X+2B—-2B=3C—-2B x? =4
A-X=3C-2B Pero como x > 0, entonces x = 2
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Por dato del producto de la diagonal secundaria, tenemos:
yxXx2x1=-16->y=-8
Entonces se tiene:

4 2 1
|A| 1 2 2

-8 2 -5l _
S g

4 2 I 4 L2

1 2' 'g P1 T2

8 0 =6 =8 0
N NN
+ o+ +

De ahi que:
|A|] = —-40-32+0—-(-16)—0—(—10) = =72+ 36 = —36

RPTA: B
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2.5 SISTEMAS DE ECUACIONES LINEALES CON DOS Y TRES a 2 <
VARIABLES d e’ f
Ll
SISTEMAS DE ECUACIONES LINEALES CON DOS O TRES I
2
VARIABLES /
Es un conjunto formado por dos o mas ecuaciones lineales que v
se verifican simultdneamente para un mismo conjunto de
valores atribuidos a sus letras o incdgnitas. 2.5.1 METODOS DE RESOLUCION PARA SISTEMAS DE ECUACIONES
{ax tby=c....(1) | (ax+by+mz=c.....(1) CON DOS O TRES VARIABLES
dx+ey=f....(2) dx+ey+nz=f... (2) _ _ : _
gx+hy+pz=1i....(3) Para un S|s.tema qe ecu}aaones lineales con dos y tres variables se
C.S.={(x;y)} C.S.= {(x;y;2)} pueden aplicar varios métodos:
TIPOS DE SISTEMAS DE ECUACIONES METODOS DE RESOLUCION
{ax +by=c.....(1)
dxtey=f.... (2) REDUCCION: Consiste en multiplicar a dos ecuaciones por
SISTEMAS COMPATIBLES . . .
numeros para que al sumarlas se elimine una variable y se
DETERMINADO INDETERMINADO . .
- = - —— obtenga una ecuacién con una sola variable.
Es cuando tiene solucion | Es cuando tiene infinitas
Unica, se verifica: | soluciones, se verifica: EJEMPLO: Hallar | | de %" e v medi |
a.e £bd a b ¢ , dd. adar-cl)svaores e “x” e “y” mediante e
d e f método de reduccidn:
L, b / { x+ y = 50
/ 'y 300x + 50y = 23000
L, reemplazanda _
. 4 { Y (<50 x+ y = 50 y =-32
R - - ; i 300x + 50y = 23000
SISTEMAS INCOMPATIBLES =50x = 50y =-=2500
Es cuando no tiene solucidn, se verifica: 300x + 50y = 23000
x = 82
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SUSTITUCION
Consiste en despejar cualquier variable de una ecuacién y
reemplazar en la otra.

x+y =12..()

x — 3y =0..(ID)
Despejando x; Reemplazando en I:
x=3y - 3y+y=12 - y=3

EJEMPLO: {

IGUALACION: Consiste en despejar una misma variable de las
dos ecuaciones y luego igualarlas.

x+y =12..()
EJEMPLO: {JZ_C _ 2y =0..(ID
Despejando “x” en (1) y (II)
x=12-y x = 4y
lgualamos: 12 —y =4y — y = %
Luego reemplazamos: x = 4y —-x=4 (%) - x= 4—58

A. 80
B. 90
C. 120
D. 124
E. 132

RESOLUCION:

Numero de autos: x
Numero de motocicletas: y
Del enunciado:

2x + 3y =280 ... .........(ec.])

Ademas:
4x — 2y = 240

Simplificamos:

2x —y =120 ......... ... (ec.II)
Por sistema de ecuaciones:

2x + 3y =280............(ec.I)

{ 2x —y =120............(ec.])
Restamos I — I1

4y = 160
y =40

Reemplazamos enec.]
2x + 3y =280
2x + 3(40) = 280
2x = 280 — 120

PROBLEMAS Y EJERCICIOS RESUELTOS: 2x =160
x =80
1. En la sala de ventas, Bruno, conté que el doble del nimero de autos Finalmente, el nimero de moviles serd 120
mas el triple de motocicletas es 280. Si la diferencia entre el nUimero RPTA: C
de llantas de autos y de motos es 240. ¢{Cuantos mdviles hay en la
tienda? 2. El precio de un cuaderno es de S/20 menos que el precio de un

libro. Si a la tercera parte del precio del cuaderno se le disminuye
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S/4, se obtiene la sexta parte del precio del libro. Hallar la suma de
cifras del precio del libro.

2

moow»
N =00 R
S

RESOLUCION:

Del enunciado:

Precio del libro: x + 20
Precio del cuaderno: x

Entonces:
X 7 20

3 6
x—12_x+20

3 6
x—12 _x+ 20
1 2
2x — 24 =x+ 20
x = 44
El precio del libro serd S/64
Nos pide la suma de cifras, por tanto, seria 10

RPTA: D

3.Sean "x" e "y", dos niumeros positivos que satisfacen las

condiciones:
{ Jxy =18
Vx—y=8
Determinar el valor de ,/x + y

A. 10
B. V8
C.9
D.8
E. V10
RESOLUCION:
Del enunciado, la siguiente elevamos al cuadrado ambos miembros:
Vx—.[y=8
2
(VE=3) = @
x+y—2/xy =064
x+vy—2(18) = 64
x+y=64+36
x+y =100
Nos pide:
X 19
V100 = 10

RPTA: A

4. Un paciente necesita 65 u de proteinas y 45 u de carbohidratos.
En el mercado de su barrio encontré dos tipos de alimentos; el del
tipo “A” que contiene 3 u de proteinas y 2 u de carbohidratos, el del
tipo "B" que contiene 4 u de proteinas y 3 u de carbohidratos.
¢Cuantos alimentos del tipo "B" comprara?

2
0

Mmoo o>
N0 U R

RESOLUCION:
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Segun el enunciado, ordenamos en una tabla:

Proteinas Carbohidratos
Tipo “A” 3 2
Tipo “B” 4 3
Totales 65 45
Numero de alimentos:
Tipo "A": x
Tipo "B":y
Planteamos nuestro sistema:
3x + 4y = 65
{Zx + 3y =45
Eliminamos "x"
—2(3x + 4y = 65
3 {Zx + 3y =45
—6x — 8y = —130
{ 6x + 9y = 135
Sumamos miembro a miembro:
y=5

Por tanto, se compraron 5 alimentos del tipo "B"
RPTA: C
5. Calcular "m + n", para que en el sistema adjunto en "x" e "y",
tenga infinitas soluciones.
nx+my=n

{(m2—2n+12)x+y= 3
A. 16
B. 10
C. 14
D. 12
E. 8

RESOLUCION:

Del enunciado, por propiedad:

n ~m _n
m2—2n+12 1 3
De la ecuacion:
m _n
1 3
n=3m
Comparamos la igualdad:
n n
m2—-2n+12 3

m?>—2n+12=3
m?—2(3m)+9=0
m?—6m+9=0

(m—=3)2=0
m=3
Finalmente:
n=3m
n = 3(3)
n=9
Nos pide:
m+n=12

6. Al resolver el sistema:

x y
x\/;+y\/;—34

x—y=12

RPTA: D

Se puede obtener soluciones enteras para "x" y para "y". Determinar

el valor de "y".

A. 16
B. 8
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moo
_ N D

RESOLUCION:
De nuestra ecuaciéon, multiplicamos por ,/xy

X y
x\/;+y\/;—34

xngg () =34/
x2+y2=34\/x_y
x—y=12

(x —y)? = 127
x2+y? —2xy = 144

Ademas:

Reemplazamos:

34 /xy — 2xy = 144
17 \/xy —xy = 72

0=xy—17/xy + 72

0= /xy —17/xy +72

0 = (v - 9)(J/y - 8)
Jxy =9

xy =81

Por aspa simple:

Recordemos: x —y = 12

Deaqui"'x"e"y" & Z
Entonces, solo nos quedaria:

Recordemos: x —y = 12
Portanto:x = 16ey =4
RPTA: C

7. Del sistema de ecuaciones:
{xz +2x—a=0
x*+x+b=0
Sea "r" una raiz comun y sabiendo que: a + b = 3; entonces, el
modulo de la suma de las otras raices es:

moOw>
O Ul W J O

RESOLUCION:
Si una raiz comun es "r", entonces:
{rz +2r—a=0
r’+r+b=0
Cambiamos de signo:
{rz +2r—a=0

—r2—r—b=0
Sumamos miembro a miembro:
r=a+b

r=3
Reemplazamos en cada una de las ecuaciones:
x2+2x—a=0
32+2(3)—a=0

a=15
X2 4+x+b=0
32+3+b=0

b=-12
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Finalmente, tenemos las siguientes ecuaciones:
x>+2x—15=0
(x—=3)(x+5)=0
x=3Vx=-5

x> +x—-12=0
x—3)x+4)=0
x=3Vx=-—4
Nos pide:
-5+ (=8| =9
RPTA: A
8. En una granja hay gallinas, pavos y cerdos. Hay 5 animales entre
pavos y gallinas, 7 animales entre pavos y cerdos, y 8 animales entre
gallinas y cerdos. Hallar la cantidad total de animales en dicha granja.

A. 8

B. 16
C. 15
D. 10
E. 18

RESOLUCION:
Segun el enunciado:

p+g=>5

p+tc=7

g+tc=28
Sumando miembro a miembro

2p+ 29+ 2c =20
p+g+c=10
Entonces, hay 10 animales en total.
RPTA: D

9. El ahorro diario que me propuse de hoy en adelante (en soles), es

el valor numérico de la variable “x” obtenido del siguiente sistema de
ecuaciones.

x+2y+z=0
2x—z=1
2x—-2y=4
é¢Cuanto voy a ahorrar en el mes de noviembre?
A.S/31
B. S/30
C. S/62
D. S/60
E. S/90
RESOLUCION:
X+2y+z=0.000 i nec(1)
2x8— &= 1.%.... Efecl?l)
2x =2y =4 ..o iei i e ec(3)
De (1) y (2), eliminamos la variable z
x+2y+z=0........(1)
{ 2x—z=1...c.....(2)
Obtenemos: 3x+2y=1........ec(4)
Finalmente, de (4) y (3), sumando miembro a miembro
{Bx +2y=1...... (4)
2x =2y =4......... 3)
Obtenemos: 5x =

x=1
Mi ahorro diario, equivale aS/ 1
~ El mes de noviembre tiene 30 dias, por lo tanto, ahorraria 30 soles.
RPTA: B
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2.6 SISTEMAS DE INECUACIONES LINEALES

Recibe este nombre a un conjunto de inecuaciones, las cuales se
verifican para los mismos valores numéricos de sus incégnitas; como

ejemplo podemos tomar las referencias:
A. Sistema de inecuaciones lineales con una sola incégnita:

Es de la forma: {Z:IZ z 8

La solucidn de estos sistemas se obtiene resolviendo por
separado cada una de las inecuaciones que lo componen y hallando

los valores comunes a las soluciones encontradas.

El nimero de inecuaciones que pueden presentarse es cualquier

numero mayor a o igual que dos.

Asi, por ejemplo, para hallar el conjunto solucidon del sistema

{x+4<1

aplicamos lo siguiente:
1-2x>3°% g

v Resolvemos la primera inecuacion:
xt+4<loeox<l-4ox< -3 x €(—00;—3)

v La segunda ecuacion nos da:

1-2x>23=1-322x= -2=22x<x<-1x€
(—00; —1]
Por tanto, la solucidon de ambas inecuaciones es:

S = (—00; =3) N (—00; —1] = (—00; —3)

Graficamente:

&
=
&
<
—_
< »

Zoo | -8 —1 +00

B. Sistema de inecuaciones lineales con dos incognitas:

ax+by+c>0
dx+cy<0
fx>0

Es de la forma:

El sigho > o < pueden ser sustituido por > o <.

Un punto (xg; ¥o) es solucidn del sistema si lo es de cada una de
las inecuaciones.

El conjunto de soluciones viene dado por la regién del plano
comun a las regiones solucidn de cada una de las inecuaciones. Por
tanto, se debe resolver cada inecuacidn del sistema por separado y
a continuacién hallar la regién del plano comun a todas esas
inecuaciones.

2x+y >4

Asi por ejemplo si tenemos el sistema {x 2y <8
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De los puntos P(1; 2), Q(4; 1), R(6; 2) y S(2; — 4) indica los que
sean solucidn.

Para hallar el conjunto de soluciones de 2x + y > 4, representamos la
recta 2x + y = 4, la cual tiene a (0; 4) y (2; 0) como puntos.

El conjunto de soluciones de 2x + y > 4 es el semiplano a la derecha
de la recta.

Para la segunda inecuacion, x — 2y < 8, representamos x — 2y = 8,
que tiene por puntos (0; —4) y (8; 0).

El conjunto de soluciones de x — 2y < 8 es el semiplano superior.

La solucién del sistema es la porcidon de plano comun a los semiplanos
indicados.

A esa region pertenecen los puntos Q y R dados.

X
W4
\
4K
\
\\ Q oR ﬂ7$
N O - ,l
\\ ‘ﬁ,/
< o > —L >
\\ » 8
>
.
27N W
_4' ‘/” \\ %)(
¥ \
Vel 'Y \ 2
N
v

PROBLEMAS Y EJERCICIOS RESUELTOS:

2x+y<3

ty>1’ écudl de los puntos es solucién

1. Resolver la inecuacion {

del sistema?

A. (1D
B.(—2;2)
C.(1;, 1/49)
D. (4;4)
E.(1/7;2/3)

RESOLUCION:

De la expresion, transformamos la primera desigualdad en igualdad

2x+y =3

A una de las dos variables le damos dos valores y los sustituimos en la

igualdad anterior para obtener dos puntos A4, B;
x=0—>20)+y=3—>oy=3—>A4;,=(0;3)
x=1—>2(1)+y=3—>y=1—>B,=(1;1)

Al representar y unir estos dos puntos obtenemos una recta:
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Tomamos un punto arbitrario, por ejemplo, el (0;0) y lo sustituimos
en la desigualdad. Si se cumple, la solucidn es el semiplano donde se
encuentra el punto, si no la solucién sera el otro semiplano

0;,0) > 2(0)+0<3—>0<3
Como se cumple, la solucién es el semiplano donde se encuentra (0; 0)
incluida la recta.

)

Sustituimos el punto (0;0) en la desigualdad para verificar si la
satisface: (0;0) > 0+0=>1->0=>1

21 Como no se cumple, la solucion es el semiplano donde no se
encuentra (0; 0) incluida la recta

4 2 o 2 4

o7

-4

-hA -
Representamos la regién solucidon de la segunda inecuacién.
Transformamos la desigualdad enigualdad x +y = 1

Damos a una de las dos variables dos valores para obtener dos puntos
A,, By

Ahora

x=0-04+y=1-y=1-4,=(0;1)
x=1-14y=1->y=0-B,=(10) .
Al representar y unir estos dos puntos obtenemos una recta. .
La solucién del sistema de inecuaciones es la interseccion de las dos
regiones soluciones.
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RPTA: D

x+ty=0

2. Al resolver el siguiente sistema {Zx “y>0 es:

RESOLUCION:

Representamos la regidn solucién de la primera inecuacion.
Transformamos la desigualdad en igualdad x +y = 0

Sustituimos dos valores de la variable x en la igualdad anterior, con ello
obtenemos dos puntos A4, B;.
x=0->0+y=0->y=0->4;=(0;0)
x=1-14+4y=1->y=-1-B; =(1;,-1)

Al representar y unir estos puntos obtenemos una recta.




PRUNSA

_&M

Tomamos un punto arbitrario que no esté en la recta, por ejemplo,

el (1;0) y lo sustituimos en la desigualdad. Si se cumple, la solucién es

el semiplano donde se encuentra el punto, si no la solucién sera el otro

semiplano

También:

(1;0)

(1;00»14+40=0-1=>0

Como se cumple la desigualdad, la solucion es el semiplano que

contiene al punto (1;0) incluida la recta
—

Representamos la regioén solucion de la segunda inecuacion.
Transformamos la desigualdad en igualdad 2x —y = 0

Sustituimos dos valores de la variable x en la igualdad anterior, con ello
obtenemos dos puntos A,, B,.
x=0-20)—-y=0-y=0-4,=(0;0)
x=1-21)-y=0-y=2->B,=(1;2)

Tomamos un punto arbitrario que no esté en la recta, por ejemplo,
el (1;0) y lo sustituimos en la desigualdad (1;0) - 2(1) - 0=>0 -
220

Como se cumple la desigualdad, la solucién es el semiplano que
contiene al punto (1;0) incluida la recta.

¥
Py

4 | ;"f

2

La solucién del sistema de inecuaciones es la intersecciéon de las
regiones soluciones.

RPTA: A
. . ‘2 . 2x+3=>1
3. Determinar el conjunto solucion de la expresion: {—x 12> -1
A. [1;3].
B.[—1; -3].
C.[1;-3].
D.[-1;3].
E.[-3;1].
RESOLUCION:
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Resolvemos la primera inecuacién 2x + 3 > 1 2x = =2
Restamos 3 en ambos lados de la desigualdad y obtenemos x=>-1
2x4+3—-3>1-3 Resolviendo la segunda inecuacién:

2x = —2 —-x+2<-1

x=>-1 —-x < -3
Resolviendo la segunda inecuacién, obtenemos: x >3

—x4+2>-1 Graficando, tenemos:
—Xx+2—"2%-1-2
—x = -3 1
x<3 o

Representamos graficamente las soluciones

% -
-1

3
-1! 3
La solucion del sistema de inecuaciones es la interseccion de las dos
soluciones, es decir todos los puntos que son comunes a ambas, esto

es, [—1; 3].

I
1
I
I
I
s
I

RPTA: D

2x+3=>1

4. El conjunto solucion del sistema { es:
) —x+2<-1

A. (1; + o)
B. (3; +)
C.(1;3)

D. [—1; 4o0)
E. [3; +00)

RESOLUCION:
Resolviendo la primera inecuacidén, tenemos:
2x+3=>1

3

O =

|
e
T -
|
|
I
I
|
|
I

3
La solucion del sistema de inecuaciones es la interseccion de las dos
soluciones, es decir todos los puntos que son comunes a ambas.
Notamos que x=3 s un punto que pertenece a la solucién de la primera
inecuacién, pero no pertenece a la de la segunda, por tanto, x=3 es el
extremo inferior del intervalo abierto solucién
C.S.= (3; +0)
RPTA: B

5. éCual es el conjunto solucién de {41(g(f 1_01)):355(2652;-';16))(?
A.(4;7)
B. (4; 7]
C.[4;7)
D.(—4;7)
E. [4;7]

RESOLUCION:
Resolvemos la primera inecuacién, para lo cual realizamos las

multiplicaciones y simplificamos las operaciones
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10(x+1D)+x<6(2x+1)
10x+10+x<12x+6
11x+10<12x + 6
4<x
x =4
Resolviendo la segunda ecuacién:
4(x —10) < —6(2 — x) — 6
4x —40 < —12 + 6x — 6

4x —40 < —12
4x < 28
x <7
Representamos graficamente:
. | .
4, |
- | 5
| I
| | T
| |
L O
41 i
| |

La solucién del sistema de inecuaciones es la interseccién de las dos
soluciones anteriores, es decir todos los puntos que son comunes a
ambas. Notamos que x=7 es un punto que pertenece a la solucién de
la primera inecuacion, pero no pertenece a la de la segunda, por
tanto, x=7 es el extremo superior del intervalo solucion mientras que
x=4 es el extremo inferior.

C.S.=[4;7)
RPTA: C
x+y=0
6. El punto que pertenece a la solucion del sistema {2x — y > 0 es:
x<6
A.(=3;1)
B. (1;6)

C.(2;6)
D. (2;-6)
E.(3;1)

RESOLUCION:

Representamos la region

convirtiéndola en igualdad.
x+y=0

Consideramos dos valores para la variable x, con lo que obtenemos dos

puntos A4, B;

x=0-0+y=0->y=0->4,=(0;0)

x=1-1+4y=0->y=-1-B; =(1;,-1)

Al representar y unir estos puntos obtenemos una recta.

Tomamos un punto arbitrario que no esté en la recta, por ejemplo,

el (1;0) y lo sustituimos en la desigualdad, Si se cumple, la solucién es

el semiplano donde se encuentra el punto, si no la solucién sera el otro

semiplano

(;00-140=0-1=>0

Como se cumple la desigualdad, la solucion es el semiplano que

contiene al punto (1;0) incluida la recta.
=

solucién de la primera inecuacion,

Representamos la region solucién de inecuacion,
convirtiéndola en igualdad.

2x—y =0

la segunda
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Consideramos dos valores para la variable x, con lo que obtenemos dos
puntos 4,, B,

x=0-20)—-y=0->y=0-4, =(0;0)
x=1-21)-y=0->y=2-B,=(1;2)

Tomamos un punto arbitrario que no esté en la recta, por ejemplo,
el (1;0) y lo sustituimos en la desigualdad (1;0) - 2(1) - 0=>0 -
2 = 0. Como se cumple la desigualdad, la solucidn es el semiplano que
contiene al punto (1;0) incluida la recta.

g7

61

Representamos la region solucidn de la tercera inecuacién, como en los
casos anteriores lo convertimos a una igualdad, teniendo:

xX=6
Consideramos un valor de x que no esté en la recta, por ejemplo 2y lo
sustituimos en la desigualdad x =2 - 2 < 6. Como se cumple la
desigualdad la solucién es el semiplano donde se encuentra el valor 2

La solucidn es la interseccion de las graficas, entonces:
B

De la grafica se deduce que (3;1) pertenece a la solucion del sistema.
RPTA:E

7. Una compaiiia fabrica y venden dos modelos de lampara Ly y L, .
Para su fabricacion se necesita un trabajo manual de 20 minutos para
el modelo L; y de 30 minutos para el L,; y un trabajo de maquina de
20 minutos para el modelo L; y de 10 minutos para L.

Se dispone para el trabajo manual de 100 horas al mes y para la
maquina 80 horas al mes. Sabiendo que el beneficio por unidad es de
15y 10 soles para L; y L,, respectivamente, planificar la produccién
para obtener el maximo beneficio.
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A. 2750 soles
B. 3050 soles
C. 3600 soles
D. 3750 soles
E. 2000 soles

RESOLUCION:

Sea del problema:

x =n2de ldmparas L,

y =n2de lamparas L,

Sea entonces mi funcién objetivo: f(x;y) = 15x + 10y
Pasando el tiempo a horas, se tiene:

20min=1/3h

30 min=1/2h

10min=1/6h

Convirtiendo mis datos en una tabla:

L4 L, Tiempo

Manual 1/3 1/2 100
Maquina 1/3 1/6 80

De ahi:

L +1 <100
3¥ TV =

1 1
§x + gy < 80
Como el numero de l[dmparas son nUmeros naturales, tendremos dos
restricciones mas:
x>0
y=0
Hallando el conjunto de soluciones factibles:
Tenemos que representar graficamente las restricciones, pero
sabemos que como x = 0,y = 0 trabajaremos en el primer cuadrante.

Representamos las rectas, a partir de sus puntos de corte con los ejes.

Resolvemos graficamente la inecuacion: §x+5y < 100. Para ello
tomamos un punto (0;0)

10 10<100
5()+§()—

10 10<80
§()+g()—

La zona de interseccion de las soluciones de las inecuaciones seria la
solucion al sistema de inecuaciones, que constituye el conjunto de las
soluciones factibles.

(0, 480)

(300, 0)

T T T T 0 T T
=200 -100 0 100 200

La solucidn éptima si es Unica se encuentra en un vértice del recinto.
Estos son las soluciones a los sistemas:

1 1
3% +5¥ < 100;x =0~ (0;200)

1 1
§x+€y580;y=0—>(240;0)
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1 1
% +5y <100

3
A - (210; 60)
3x 6y_

Lty <80

| (0,200)

(210, 60)

I _2::“] l -1 ::II:I I il I 1 |I:||:| [zdgl’llu)
En la funcion objetivo sustituimos cada uno de los vértices.
£(0;200) = 15(0) + 10(200) = 2000
f(240;0) = 15(240) + 10(0) = 3600
f(210;60) = 15(210) + 10(60) = 3750
La solucion 6ptima es  fabricar 210 del modelo
L, y 60 del modelo L, para obtener un beneficio de 3750 soles.
RPTA: D
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2.7 RADICACION Y RACIONALIZACION DE EXPRESIONES
ALGEBRAICAS

2.7.1 CONCEPTO GENERAL DE RAI(Z

Llamamos raiz de una expresidn algebraica a otra expresion algebraica

gue elevada a una potencia resulta la expresién primera.

El signo utilizado para calcular la raiz de una expresion se llama radical.
Dentro de él se coloca la expresidon sobre la cual se pretende hallar la
raiz. A esta expresion la denominamos cantidad subradical. Encima del
radical colocamos el indice que indica la potencia a la que hay que
elevar la raiz para que se reproduzca la cantidad subradical. El conjunto
de todos estos elementos es lo que llamamos expresion radical.
Veamos un ejemplo de todo ello:

Indice Radical
9x3a° = 3xa?

—_— ==
Cantidad _Rgiz

radical

Podriamos decir que la radicacién es la operacion opuesta a la
potenciacion.

El grado de un radical viene expresado por su indice. En el ejemplo
anterior el radical seria de tercer grado, pues el indice del radical es
3. Cuando el radical no lleva indice se supone que el indice es 2 y el
radical seria de segundo grado.

El signo de las raices dependera del indice del radical y del signo de la
cantidad subradical. El siguiente cuadro expresa claramente cada
situacion.

2.7.1.1 TEOREMAS DE RADICACION
Sean {a,b} c Ry A{n,p} c N — {1}, entonces se tiene:

Va.b = Va. Vb Va = "NaP
n n 14
n\f%:ﬁ;b#:o (\/E) -

Vb
L n p.n =1 np,
Rty a?. Vb = Nanp. b

2.7.1.2 RADICALES DOBLES
Son aquellos que se caracterizan porque dentro de un radical se
encuentra otros radicales relacionadas con las operaciones de adicién

o sustraccién /A + "/B.

2.7.1.3 TRANSFORMACION DE UN RADICAL DOBLE EN SIMPLE

1. Paralaforma+vA+ VB
Siendo A y B dos elementos racionales positivos para su

transformacién en radicales simples v/ A + VB =+x + \/_

De donde:
/A—\/§=\/§—\/§
/A+\/§:\/E+\/§

Talque{x,y} c Q" A x>y
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Sumando miembro a miembro las expresiones:

\/A+x/§+\/A—\/§=2x/E
Elevando al cuadrado:
(A++VB).(A—VB)+2JA? —B = 4x
De aqui:

A+VAZ—B

X = 2

De la misma manera, restando las expresiones se tiene:

A—+AZ—B

X = 2

Considerando que C = VA2 — B (comox;y € Qt - C € Q

Tendremos VA + VB = /% T ’%

Si por ejemplo consideramos la expresion v 11 + 6v/2 expresada en
radical simple se tendria que aplicar los siguientes pasos:

Sea+/x + \/; la transformacién en radicales simples-, entonces:
2
11+ 6V2 = (Vx +./y)
2
11-6v2 = (Vx —fy)

Sumando ambas expresiones se tiene:

22 =2(x+y)

Restando las mismas expresiones obtenemos:

12V2 = 4 /xy
xy =18 ........ (1n

De (I)y (II),se deducequex =9 A y =2

/11+6\/§:\/§+\/§=3+x/§

En el caso de aplicar directamente la férmula dada se tendra:

Luego tenemos:

\/11+6\/§=\/11+\/ﬁ

A=11 AN B=72 = C=+112-72=7

Por lo tanto:

11+7 [11-7
11+\/7_=j 5 +j 5 =3++2

2.7.2 RACIONALIZACION

Es una expresién que consiste en transformar una expresién (con
denominador irracional) en otra equivalente parcialmente racional
(con denominador racional).

2.7.2.1 FACTOR RACIONALIZANTE (F.R.)
Es la expresion por la que hay que multiplicar a una cantidad
irracional para convertirla en racional.
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2.7.2.2 PRINCIPALES CASOS QUE SE PRESENTAN B 1 Yab3 B Yab3 B Yab3
Denominador Factor Denominador F= a27p13 i ab3 - 4/aZ8p16 T a’b4
irracional racionalizante racionalizado )
nfqm nfgn-m a 2.7.2.4 RACIONALIZACION DE BINOMIOS DE GRADO DOS
Ja++vb Ja—+b a—b Para este caso se debe tener en cuenta que el F.R. debe ser el
va—+b va + b a+b conjugado del denominador, cuya forma es:
2
Ya+ Vb Va —¥ab + b atbh N L FR=vaTVh
Va - 3b 3~2 .3 372 a—b Va + \/_
Va" +3ab + Vb
Y asi de manera sucesiva se sigue la misma secuencia. EJEMPLO:

Ademas, uno de los factores es el factor racionalizante del otro. Racionalizar:

2.7.2.3 RACIONALIZACION DE MONOMIOS 1 1 N, - \/g o \/g V5 -3
En este caso el F.R. serd un radical homogéneo a la expresion por H = =

onall i = W g 5+V3 V53 53 @ 53 2
racionalizar, en donde los exponentes de sus letras seran cantidades

que le faltan a los exponentes de la expresion inicial para ser iguales al
indice del radical o a uno de sus multiplos:

2.7.2.5 RACIONALIZACION DE BINOMIOS DE INDICE 3 O SU MULTIPLO
En este caso para racionalizar se utiliza la suma o diferencia de cubos.

EJEMPLO: Asi
si:
Racionalizar los casos: 5 3
) (a + %)(\/a2—3\/ab+\/b2)=a+b
1)E = \/_—>F R.= Va5h*
a
o (¥ —%)(3\/a2+3\/ab+3\/b2)=a—b
or lo tanto:
L U U U EJEMPLO:
= . = = . . 2
Vazp? VYasbt  Ya7b? ab Racionalizar 4 = BT
1
2)F = T F.R.= Yab3 De la expresion:
Por lo tanto: 2 3 3 3
A=——>F.R=3Y16+3V8+ 4
Vi-1a
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42 Vierdmeva_ 2(VierAEeRa) | 2(VIEHE+VA) o = Va?b*2%ab
3a-32" Y16+38+32 33 32 4-2 = 2ab
3 3 3
14_\/’%""\/@4_‘\/Z A.lz,—allblg
12/54 1017
PROBLEMAS Y EJERCICIOS RESUELTOS: B. 12 2%a’"h
C. V2allp®
12/99 11}19
1. Transformar la expresién: v 8 — V60 D. 1 2’ab
E. 3/28410p19
A.V5+3 RESOLUCION
E' \\g B \/\/g De la expresion se tiene que:
D.v3 + 5 Va2b*V22ab  '3/(a?b*)*'y/(22ab)®  12[212q14p?22
E. 2\/§ _ \/§ 4r_2ab 12 /—(zab)3 23a3b3
RESOLUCION: Entonces:
Sea del problema: M = “2[29q11p19
A=8 RPTA: D
B =60
Por lo tanto, de la formula
C=+82-60=2 2 . i1 sl/_xi\/xyz
Luego: 3. Simplifica la expresion iy
8 — VB0 = 8+2_ 8-2 A. '3/x2y9
2 2 B. 12 x5y8
C. 3 x3y7
8 —v60 =5 -3 D. '2/x%y®
RPTA: C E. 3/x2yll
2. Efectud y simplifica M: RESOLUCION:
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De la expresion se tiene: 5. Racionalizar la siguiente fraccidn que tiene una resta de raices en
WW 12\/(x2)4_ li/(xy2)6 12 x14_y12 el denomlnador:
4 = 12 = 124,3 va + b
xty v (x*y)? Xy
De ahi Vva+b—-+Va-b
e anique , A a+b+VaZ+b?
Vx?,/xy? ) 2b
—— = VX° g atb-Va?=b?
N X*y ’ 2b
RPTA: A C a+b+VaZ—bp?
: 2b
4 R . I. I . . t .z D a-b— az_bz
- Racionalizar la siguiente expresion ;—— N 10 |
vy ¢ atb+/aTrD?
] b
a5 2
Toxy AN-
Nere RESOLUCION: . N
B. = Como tenemos una resta en el denominador, multiplicamos por su
42220 conjugado:
C.
xy Va+b Va+b.(Va+b++Va—b)
4 3 =
D.“Ziy Va+b—va-b (Va+b-Va—b)(Va+b+Va—b)
“fex?y De ahi que:
E. 2
xy (Va+b) +Va+bVa—b
2 2
RESOLUCION: (Va+b) - (Va—-b)
De la expresion
2 2 4 (2x2y3)3 24 (2x2y3)3 Las raices cuadradas que estan al cuadrado desaparecen:
V2x2y3 - v2x2y3 ' V(2x2y3)3 - V(2x2y3)4 _a+t b++va+bva—b>b
a+b—a+b
4[53,.64,9 24 2 4 2
2y 2°x% — 2xy \/8x Y — \/8x Y El denominador se simplifica facilmente. En el numerador aplicamos la
2x2y3 2x2y3 Xy propiedad el producto de raices es igual a la raiz del producto de sus
RPTA: B radicandos y tenemos una suma por diferencia:
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a+b+Vaz — b2 Sumamos las fracciones:
2b va(va—Vb) + Vb(a + Vb)
RPTA: C (\/a + \/E)(\/— _ \/E)
6. Sumar las siguientes fracciones y racionalizar el resultado: Simplificamos el denominador, que es una suma por diferencia
2
va _, b (V& +VB)(va - vb) = (va)’ — (VB) = a b

Va+b  Na—b

Y el numerador es:

=
‘b
B. 4 Va(va - Vb) +Vb(va +Vb) = (va)’* - vavh - Vbva + (Vb)’
c. e =a—-Vab+Vab+b=a+b
Dcﬁ Por tanto:
& va_ b _atb
o Va+vb Ya-+vb a-b

RPTA: E
RESOLUCION:

Para poder sumar las fracciones tienen que tener el mismo
denominador. Notamos que el denominador de una de ellas es el
conjugado de la otra.

El denominador comun para poder sumar las fracciones es el producto
de los denominadores:

(Va +vB)(Va - Vb)

Multiplicamos y dividimos cada fraccion por el factor que le falta al
denominador para que ambas fracciones tengan el denominador
comun:

Vi VB _ W@ Na-\b__ b a+vh
va+vb va-vb a++vb'Va-+vb ~a-+vbva+b
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3 LA ARITMETICA Y LA GEOMETRIA COMO
CONSTRUCCION DEL CONOCIMIENTO

CAPITULO Il MATEMATICO

3.1 TEORIA DE DIVISIBILIDAD

ARITM E’TICA Y G EOM ETR"A PLANA La teoria de la divisibilidad es una parte de la teoria de los nimeros que

estudia las condiciones que debe reunir un nimero para ser divisible

por otro, asi como las consecuencias que se deriven de estos.

4 , _ Y\ 3.1.1 DIVISIBILIDAD
En el presente capitulo estudiaremos los principios
fundamentales de la divisibilidad, aprenderemos a resolver La divisibilidad es la cualidad que tiene un ndmero de ser dividido

ecuaciones diofanticas lineales, aplicaremos los criterios de
divisibilidad para hallar residuos o valores de las cifras
f:anonlcar_nente un numero_eptero positivo y obtendremos divisién resulta entera y exacta.

informacion acerca de sus divisores.

\ _ / En general:

—— TE—

exactamente por otro entero positivo. Es decir, un nimero entero A es

A | B —BeZ%{A;K}cCZ
0 K

Se interpreta:

= A esdivisible por B
= B esdivisorde A4
= PBdividea A
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Se interpreta:

EJEMPLOS:
e 91 | 7 —7€Zt

0 13 91 es divisible por 7

7 es divisor de 91

I — 4 €7t Se interpreta:

—44 es divisible por 4
4 esdivisor de —44

3.1.2 MULTIPLICIDAD

Un nimero entero A es multiplo de otro nimero entero positivo B si A

es el resultado de multiplicar a B por otro nimero entero.

A esmultiplode B A=B XK
Donde:B € ZT AN{A; K} C Z

Se lee: “A es multiplo de B”

0o
Sedenota: A=B
EJEMPLO:
e —91= Z (-13)
7€ Z*

Se lee: “—91 es multiplo de 7”.

(o)
Se denota: —91 =7

OBSERVACIONES:

e Los divisores de un nimero forman un conjunto finito, pero los
multiplos de un nimero forman un conjunto infinito.
EJEMPLO:
Divisores de 35 = {1; 5; 7; 35}

—35;0;35;70; ...}

Multiplos de 35 = {...; —=70;

e Sielnimero A no es multiplode By A > B:

Por defecto Por exceso
A B A B
rd k re k + 1
A=Bk+ 14 A=Bk+1)—-r1,
o (o]
A= B+ Td A= B-— Te

Secumple: ry+71r, =B

EJEMPLO:
Por defecto Por exceso
52 9 52 9
52=9(5)+7 52 =9(6) — 2
o o
52=9+4+7 52=9-2
o o
~52=94+7=9-2
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Cuando en un problema nos
indiquen, por ejemplo, que al
dividir un nudmero de tres
cifras entre 11 se obtuvo 8 de
residuo, entenderemos que:

(o)
abc=11+8 V J
_ 0
L abc=11-3

o Si A es multiplo de B, entonces es multiplo de cada uno de los

divisores de B.

EJEMPLO:

(o]
Si: A = 6, entonces

s U N N
I
Vo WoNoOo RO

=6

e Si A es multiplo de B, entonces es multiplo de cada uno de los

divisores de B.

o o o
[Si:A=B/\A=C=>A=MCM(A;B) ]

EJEMPLO:
o

) (o]
A=10 A A=6=A=MCM(10;6)

—30

0 0 °
[ e SEA=B+RAN A=C+R=A=MCM(B;C)+R ]

EJEMPLO:

0 ) o
A=3-2 AN A=5-2=>A=MCM(3;5) -2
)

A=15-2

3.1.3 PRINCIPIOS FUNDAMENTALES DE DIVISIBILIDAD

a) La adicidon o sustraccion de multiplos de un mismo nimero

siempre es igual a un multiplo del mismo numero.

o o ) o o )
[ n+n=n ] [ n—-n=—n ]

EJEMPLO:

e 65+25—-30=60
l { !
o o o ()
5+5-5 5

b) La multiplicacidon de un multiplo de "n" por un nimero entero,

da como producto un multiplo de "n".

[ siacz a(R)-n ]

EJEMPLOS:
e 3x50=150
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o 0]
x5=5
. (2) X 40 = —80
o] o
(=2) x5=5

c) Siaun multiplo de n, se eleva a una potencia entera y positiva,

el resultado sera un multiplo de n.

[ siae z*: (n) =n ]

EJEMPLO:

3.1.4 PRINCIPALES CRITERIOS DE LA DIVISIBILIDAD

o
Por 2 abcde =2 < & = 06 par
o - 00
Por 4 abcde = 4 «— e={z
o y - 000
Por 8 abcde =8 «— ¢ ez{g
o
Por 5 abcde = 5<—>e'={g
o _ 00
Por 25 abcde = 25 < de :{205
o 000
Por 125 abcde = 125 < cde ={ o
125
o [0
Por 3 abcde =3 —a+b+c+d+e=3

(o] o
Por 9 abcde =9 —a+b+c+d+e=9
o o
Por 11 abcde =11 e—-d+c—b+a =11
+—+—+
o
Por 7 A
(o]
(3a+b)—(2c+3d+e)+ (2f+3g+h)=7
(o]
Por 13 u O o
(o]
—3a+(b+4c+3d)—(e+4f 39g)+h =13
o
abcde—33<—>a+bc+de=§§
Por 33
Se agrupa de derecha a izquierda
bl B . 0
Por 99 abcde =99 <= a + bc + de = 99
Se agrupa de derecha a izquierda

3.1.5 PRINCIPIO DE ARQUIMEDES
Dados dos nimeros enteros no nulos Ay B. Si:

[ AxB=101/\ A,nson PESI :>B=;)l J

PESI (primos entre si) indica que dos o mas numeros tienen como

unico divisor comun la unidad.
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EJEMPLOS:

o

e 24n =13

Tener en cuenta que 24 y 13 son primos entre si.

o

=>n=13
o)
e 5x+10=7
(o] (o]
5x+2)=7->x+2=7
~x =1{5;12;19;26; ...}
3.1.6 DIVISIBILIDAD APLICADA AL BINOMIO DE NEWTON

{ (n+r)k=ﬁ+rk, {n;r;k} c 7* J

, {iLR; k} c Z

3.1.7 ECUACIONES DIOFANTICAS
Una ecuacién diofantica es cualquier ecuacion en varias variables cuyos

coeficientes y valores de las incégnitas son numeros enteros.

Se denomina ecuacién diofdntica lineal en dos variables (x;y) si la

ecuacion lineal tiene la forma.

[ Ax+ By =C ]

RECUERDA QUE e

La condicién necesaria
y suficiente para que
una ecuacion
diofantica lineal tenga
solucién es que:

C = MCD(4;B)
Donde:
- {4B;Cxy}c
- AB#0
EJEMPLO:

o 4x+7y =225 {x;y}cZ
Verificamos que esta ecuacién tenga solucién entera:

(0]
225 = MCD(4;7)

(o]
225=1

Convenientemente expresamos todos los términos en funcién de

(o]
los multiplos del menor coeficiente, es decir en funcién de 4:

4x + 7y = 225 ()

100
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o o] o
4x+(4+3)y=4+1

o] o
4+3y=4+1

o

3y—1=4
(o} (o}
y=4—-1=4+3
y=4k+3

Reemplazando x en (*):

4x + 7(4k + 3) = 225

4x = 204 — 28k
x=51—-"7k
Luego,
x=51—-"7k
y =4k + 3 } cF Z
Para determinar todas las soluciones posibles, se dan valores a k.
k -1 0 1 2
X 58 51 44 37
y -1 3 7 11

Observaciones:

- Una ecuacién diofantica
lineal tiene infinitas
soluciones.

- Mientras haya
restricciones para las
variables, se puede

tomar na solucion
L partlcular ‘

PROBLEMAS Y EJERCICIOS RESUELTOS

1. Para que 24AA2 sea multiplo de 3, la suma de los valores de A es:

15
10
7

18
12

mooOow»

RESOLUCION:
Por criterio de divisibilidad de 3:

(o]
2+A+A+2=3=3k
2A+4 =3k
Damos valores a k y obtenemos los valores que asume A:
Si: k=2 A=1
k=4 A=4

101
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k=6 A=7
Entonces, lasuma devaloresde A,es1+4+7 =12
RPTA: E

2. En un gimnasio hay dos candados con los siguientes digitos de
apertura sobre ellos 65a9 y 67b5, si el primero es divisible por 9 y
el segundo es divisible por 25; encontrar el nimero de candados
disponibles en dicho gimnasio, si es equivalente a “ab”, siendo
a+b.

21
16
12
18
14

mooOw>»

RESOLUCION:
Del enunciado, se tiene:

6509 =6+5+a+9=20+a=9
)

a=7

67b5 debe terminaren 25075

«—

b=2
Por tanto, ab = 7(2) = 14
RPTA: E

3. Juana, profesora de la Cuna Jardin de la UNSA le dice a Rosa, una
madre de familia, que tienen 3ab nifios matriculados, y que, si los
agrupa de 5 en 5, le sobrarian 4; pero si los agrupa de 9 en 9, faltarian
9 nifos para formar grupos exactos. ¢{Cuantos nifios matriculados,
como maximo, hay en la Cuna Jardin de la UNSA?

359
319
389
364
384

mooOw>»

RESOLUCION:
Se tiene que el nimero de nifios es 3ab, tal que:
o]
3= 5+ 4
9 be= 9 +4

Luego:
(o]

3ab =45+ 4 = 45k + 4

\

entero
274 6
319 7
364 8
409 9

Por lo tanto, la cantidad maxima de nifios matriculados que tiene la
Cuna Jardin de la UNSA es 364.
RPTA: D

4. En una asamblea han participado 500 personas, entre varones y
mujeres. Respecto a la cantidad de mujeres, 4/7 son amas de casa,
3/8 estan casadas y 4/5 tienen hijos. ¢Cuantos hombres asistieron a
dicha asamblea?

A. 200
B. 220

102
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C. 240
D. 280
E. 560

RESOLUCION:

Sea M el numero de mujeres:
(o]

aM

Amasdecasa:— => M =7
3

Casadas e =

Con hijos

0o o]
~ M =MCM(7;8;5) = 280

Siendo las mujeres M = {280; 560; 840; ...}
Como M < 500, entonces solo puede ser 280.
Luego, la cantidad de varones es:

500 - 280 = 220

RPTA: B

o
5. Luis plantea la siguiente condicién, si abba = 35 y le pide a Maria
que halle el resto de dividir aba entre 14; si Maria resolvio
correctamente. Determinar el residuo de dicha operacién.

“=—TOom
gl W IN -

RESOLUCION:

Si abba = 35
Entonces abba es multiplode 5y 7
a=>5
o
5bb5 =7
Por criterio de divisibilidad de 7, se tiene:

5bb5s
-1231

(0]
—-5+2b+3b+5=7
(o]

5b =17

b=0VvVb=7

abba = 5005 V abba = 5775

Entonces: 505 = 14 +1 A 575 = 14 +1
Para cualquier caso se obtiene el mismo residuo que es igual a 1.
RPTA: A

6. En la polleria “Gran Pollo” se observa que los 3/7 de las mujeres
estan comiendo ensalada y 1/5 de los hombres comen pollo a la
brasa. Si en total hay 38 personas, écudantas mujeres no estan
comiendo ensalada?

K. 28
L. 10
M.12
N. 16
0.5

RESOLUCION:
Sea:
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M = Cantidad de mujeres

H = Cantidad de hombres

. 3M 0 N
MujereSensaiada = - M=7 =7x; x €L

Hombresyouo = <

Simplificando la expresidn:

gD — 1

x =1{4;9;14;19; ...}

De la ecuacion:
7x + 5y = 38
7(4) +5(2) = 38

Solo cumple para cuando x =4 Ay = 2; por tanto hay 28 mujeres y
10 varones.
Se deduce que la cantidad de mujeres que no comen ensalada esta

representada por:

) 4M 4(28)
Mujerespg ensalada = 7 7 T =16

Por lo tanto, la cantidad de mujeres que no estdn comiendo ensalada
es 16.

RPTA: D

7. En una granja el total de ovejas y vacas es menor que 500. Si el
numero de ovejas es multiplo de 12 y menor que la tercera parte del
numero de vacas, écudntas ovejas como maximo hay en la granja?

P. 132
Q. 108

R. 120
S. 144
T. 110

RESOLUCION:

Sea:

X = numero de ovejas.
Yy = numero de vacas.

x.= 12= 12k (k€ Z7)

X<
3x<y
4x <y +x..(Il)
Delyll
4x <x+y <500
4x < 500
x <125
Reemplazando x = 12k
12k < 125
k <1041 ..
Kmaximo = 10
12(10) = 120

Por tanto, la mayor cantidad de ovejas es 120.
RPTA: C

8. Determinar el mayor valor de ab que cumpla con la siguiente
o

condicién: 2ab + 7ab + 12ab =

U. 85
V. 48
W.76
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X. 86
Y. 95

RESOLUCION:

o]
A partir del dato: 21ab = 133
Dividimos la expresion entre 7, obtenemos:

O
3ab =19
Observamos que 3 y 133 son PESI, entonces, por el principio de
Arquimedes:
(o]
ab =19

Buscamos el mayor valor de ab; por tanto: ab = 95.
RPTA: E
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3.2 NUMEROS PRIMOS y NUMEROS COMPUESTOS

Numeros

simples

La unidad: es el Unico entero positivo que posee un
solo divisor.

Numero primo: también llamado primo absoluto,
es aquel numero que admite Unicamente, dos
divisores (el mismo y la unidad).

EJEMPLO:

11 solo es divisible por 1y por 11. Entonces 11 es
primo.

3 solo es divisible por 1 y por 3. Entonces 3 es
primo.

Numeros

compuestos

Es aquel nimero que tiene mas de dos divisores.

EJEMPLO:

e 15 es divisible por1, 3, 5,y 15. Entonces 15 es
compuesto.

e 6 es divisible por 1, 2, 3, y 6. Entonces 6 es
compuesto.

Sea el nimero: N = A% x B x €€ x ---

Cantidad de divisores CD:

[ CDIN)=(a+1)(b+1)(c+1)-- ]

Donde: 4, B, C, ... son nUmeros primos.

Dado un numero entero positivo N, se cumple:

106

[ CD(N) = CDp + CD; +1 ]

CD(N) = cantidad total de divisores
CDp = cantidad de divisores primos
CD, = cantidad de divisores compuestos

3.2.1 CRIBA DE ERATOSTENES
La criba de Eratéstenes es un algoritmo que permite hallar todos los

numeros primos menores que un numero natural dado.

Partimos de una lista de nimeros que van de 2 hasta un determinado

ndmero.
Eliminamos de la lista los multiplos de 2.

Luego tomamos el primer niumero después del 2 que no fue eliminado

(el 3) y eliminamos de la lista sus multiplos, y asi sucesivamente.

El proceso termina cuando el cuadrado del mayor numero confirmado

como primo es menor que el nimero final de la lista.
Los numeros que permanecen en la lista son los primos.
EJEMPLO:

Vamos a calcular por este algoritmo los nimeros primos menores que

40.
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e Escribimos los nimeros, en nuestro caso seran los comprendidos
entre 2y 40.

2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14
15 16 17 18 19 20 21 22 23 24 25 26 27
28 29 30 31 32 33 34 35 36 37 38 39 40

e Eliminamos los multiplos de 2, excepto el 2.
2 3 5 7 9 11 13

15 17 19 21 23 25 27
29 31 33 35 37 39

e El siguiente nimero es 3, como 32 < 40 eliminamos los multiplos
de 3, excepto 3.

2 3 5 7 11 13
17 19 23 25
29 31 35 37

e El siguiente nimero es 5, como 52 < 40 eliminamos los mdltiplos
de 5, excepto 5.

2 3 5 7 11 13
17 19 23
29 31 37

e El siguiente nimero es 7, como 7% > 40 el algoritmo termina y los
numeros que nos quedan son primos.

2 3 5 7 11 13
17 19 21 23
29 31 37

Ahora los numeros primos menores a 40 son:

2 3 5 7 11 13
17 19 23 29 31 37
Los siguientes nUmeros primos serdn:
41 43 47 53 59 61
67 71 73 79 83 89
97 101 103 107 109 113
127 131 137 139 149 151
157 163 167 173 179 181

191 193 197 199 211 223
3.2.2 NUMEROS COMPUESTOS
Los numeros compuestos son aquellos que poseen mas de 2 divisores.
Son aquellos que son divididos por la unidad, ellos mismos y otros
numeros Cualquier nUmero entero que no sea primo es un numero

compuesto, excepto la unidad que no es primo ni compuesto.

Por ejemplo: 12 es un nimero compuesto (por lo tanto, no es primo)

porque puede ser expresado por el producto de factores primos: 2y 3.

2X2%x3=12
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3.2.3 DESCOMPOSICION CANONICA

a az a
N =p; Xp, ><p3 ><p4 WX PR
D.C.

Donde:

€~ Dy, D2, P3s - P, SON NUMeros primos diferentes entre si.

& a4, a, as, ... a,, Son enteros positivos.
EJEMPLOS:

@ 720 =2%*%x32x5

F" 1024 = 210

%~ 1001 =7 x 11 x 13

3.2.4 NUMEROS PRIMOS ENTRE Sf
Cuando el Unico divisor comun que comparten es la unidad.

EJEMPLO:

12 y 35 son numeros PESI, porque

RECUERDA QUE

no poseen algun divisor comun que | p4r4 que dos

0O mas

sea primo.
12=22x3
35=5x%x7

nUimeros sean primos entre
si (PESI), no deben poseer
alguin divisor comun que
sea primo y esto lo
verificamos en su D.C.

AVA)

N
Observacion:

- Si: N es PESI con 15

(o]
- ...N¢{§
5
- Si: N es PESI con
144 = 2* x 3%

(o]

5 ...Ni{g ;//

PROBLEMAS Y EJERCICIOS RESUELTOS

1. Determine el valor de “n” si el nimero P = 4" x 3" x 5
30 divisores.
A. 2

moow
= O 0

9

RESOLUCION:

Sea: P =4"-3".5=22".3"n.5

Por dato:

CD(p) = 30
Cn+ 1D+ 1A +1) =30
2n+1)(n+1)=15=5-3
Cn+1D(n+1)=2A)+D(2+1)

n=2

; tiene

RPTA: A
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2. Sabiendo que N es un nimero capicutia y se expresa como:
abl =N
é¢Cudantos nimeros primos se expresan como N?

moowp»
O J U1t wiN

RESOLUCION:
Del enunciado tenemos que N es numero capicua:

abl = 1b1
Entonces:
N ={101;111;121;131; 141;151;161;171;181; 191}
Para que N sea primo:

000 o0 O

N =+2;5;7;9;11 ...
NUmeros primos:
N = {101; 131; 151; 181; 191}
Tenemos 5 nimeros primos.
RPTA: C

3. Hallar el valor de a”? en N = 212 x 51?, si se sabe que N tiene 105
divisores.

A. 16
B. 17
C. 18
D. 19
E. 15

RESOLUCION:

Descomponemos:

N =21%-51b

N =3%.74.3b.17b

N = 3a+b .7a. 17b

La cantidad de divisores de dicho niumero es 105
(a+b+1)(a+1)B+1)=7-3-5

Tanteamos los valores, ya que {a; b} c Z*

a=2 ;b=4
Nos piden a?, reemplazamos:
a? =2* =16

RPTA: A

4. Sabiendo que el nimero A = 12™"*? — 12" tiene 364 divisores,
determinar la cantidad de divisores compuestos que tiene 2n? +
3n + 1.

moo®>
Ul S W IN -

RESOLUCION:
A =12"2 —12n
A=12"(12% -1)
A=2°"-3".13-11
Por dato:
CDA=0Cn+1)n+1)A+1)@+1) =364
Cn+1)(n+1) =91
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La expresién que obtuvimos es la misma cantidad, cuya cantidad de

divisores compuestos debemos calcular:

Sea: B=2n*+3n+1=091

B=7-13
COB)=1+D(A+1)=4

Dy =1{1;7;13;91}

Entonces, la expresiéon 2n? + 3n + 1 tiene 1 divisor compuesto.
RPTA: A

5. Un abuelo dice: “No soy tan joven pero atin no cumplo 100 afios;
ademas, si el afo pasado mi edad era un nimero multiplo de 2, hace
6 afios era multiplo de 7, y al préximo afo sera un multiplo de 10”.
Determinar la edad del abuelo e indicar como respuesta la suma de
cifras de dicho numero.

A. 12
B. 18
C. 14
D. 15
E. 16

RESOLUCION:
Sea N la edad del abuelo; 60 < N < 90 ademas:
o o o
N—1—2 :>N—2+1—2—1

(0]

N — 6—7 =>N—7+6—7—1

N+1—1O =>N=1 10—1

=

Entonces:
oo O o
N=MCM(2;7;10)—1= 70— 1
Siendo N =70k—1 =69

Nos piden: 6 + 9 = 15
RPTA: D

6. La edad de Jimena esta representada por el maximo valor que
puede tomar “m + n”. Si se sabe que la descomposicion candnica de
un numero A = m(m+ 2)(m + 4)(mn)?, calcular la edad de
Jimena.

A. 12
B. 24
C. 16
D. 18
E. 10

RESOLUCION:
Si A se encuentra descompuesto candnicamente, entonces:
m(m + 2)(m + 4) son 3 nimeros impares consecutivos y primos a la
vez, es decir, 3; 5y 7, respectivamente.
mn = 3n es un nUmero primo
l
1
7

{ 3+1=4 (Minimo)
m+n=

3+7 =10 (Maximo)
Por lo tanto, el mayor valor que puede tomar m + n es 10.
RPTA: E

7. Calcular la suma de cifras del numeral de la forma abac(2d), si se
sabe que tiene 14 divisores propios y ademas se cumple que
2(d+a)=b+c.

A. 28
B. 24
C. 30
D. 36
E. 32
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RESOLUCION:
Si: N = abac(2d), entonces
CD(N) = CD(propios) +1 =15
\)

14
Por la condicién 2(d +a) = b + ¢,

2d+a)—(b+c)=0
(o]
Porotrolado: N = abac (2d) = 11, ya que
+—+—+
(_

e
a—b+a—-c+2d=2(d+a)—(b+c)=0=11
Como la cifra de las unidades de N esta representada por 2d, inferimos

(o]
N=2
Luego:

B { 22 x 11* = 58564 (Sicumple)
2*x112=1936 (No cumple)
Por lo tanto, la suma de las cifrases: 5+ 8 +5+ 6 + 4 = 28
RPTA: A
8. Si al cuadrado de un ntiimero, cuya suma y diferencia de sus dos
digitos representan a nimeros primos mayores que 13, se le resta; el
cuadrado del nimero formado por los dos digitos en orden invertido,
écudantos divisores tiene el resultado?

A. 32
B. 18
C. 30
D. 48
E. 24

RESOLUCION:

Sea ab el numeral.

Por dato: "a + b" A "a — b” representan a nimeros primos

Numero del que debemos calcular la cantidad de divisores: ab? — ba?
(ab + ba)(ab — ba)
11(a + b) -9(a — b)

32-11-(a + b)(a — b) (Ya esta descompuesto canénicamente)

CD=3-2-2-2=24
RPTA: E
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3.3 NUMEROS RACIONALES
3.3.1 FRACCIONES: DEFINICION

3 es UBCQS6

3.3.2 CLASIFICACION DE FRACCIONES
3.3.2.1 POR LA COMPARACION DE SUS TERMINOS

¥~ Propia: Cuando es menor que la unidad

Son todos aquellos nimeros que se pueden escribir en forma de
divisién de numeros enteros, exceptuando la divisidon por cero, y que

pueden ser exactos o inexactos, se incluyen los naturales, enteros y las a
—;a < bdonde {a;b} CcZ

fracciones, y se les denota por Q. b
EJEMPLOS:
m d
Q= {;/m A n son numeros enteros conn # 0} 31 12 67
5’2’35’ 100
La fraccion se puede considerar como operador:
Cuando por ejemplo se calcula los 2/3 de 60 ¥~ Impropia: Cuando es igual a 1 o mayor que la unidad.
a
D —;a > bdonde {a;b} CZ
3 X 60 =40 b
EJEMPLOS:
La fraccion como parte-todo:
a —» Numerador  Partes tomadas 5 7 12 67
b - Denominador Todo 2511’ 50
EJEMPLO: 3.3.2.2 POR SU DENOMINADOR
" Ordinaria: Es aquella cuyo denominador es diferente de una
o~ 1.5, .
¢Qué parte de — es - potencia de 10.

&~ Decimal: Es aquella cuyo denominador es una potencia de 10.

=10 3.3.2.3 POR COMPARACION DE SUS DENOMINADORES

¥~ Homogéneas: Son aquellas cuyos denominadores son iguales

N =Wl Ut
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¥~ Heterogéneas: Son aquellas con denominadores diferentes.

RECUERDA QUE

Una fraccion mixta esta
compuesta de una parte
entera y otra fraccionaria.
Por ejemplo:

54_21 2
7I

1%5

3.3.2.4 FRACCIONES REDUCTIBLES
o Simplificar una fraccion es transformarla en una fraccién

equivalente mas simple.

e Para simplificar una fracciéon dividimos numerador

Ur

PRUNSA
Joolloolozs IIFASE2025)

o S

Ejemplos de conversién:

16 _ 15+1 _ 15 | 1

denominador por un mismo nimero.

e Empezaremos a simplificar probando por los primeros nimeros

primos: 2, 3, 5, 7, ... Es decir, probamos a dividir numerador y

denominador entre 2 mientras se pueda, después pasamos al 3
y asi sucesivamente.
e Serepite el proceso hasta que no haya mas divisores comunes.
e Silos términos de la fraccion terminan en ceros, empezaremos
quitando los ceros comunes finales del numerador vy
denominador.
Si el nidmero por el que dividimos es el maximo comun
denominador del numerador y denominador llegamos a una

fraccion irreducible.

3.3.2.5 FRACCION IRREDUCTIBLE
Es una fraccidn que no se puede simplificar (reducir), es decir, que el

numerador y el denominador son primos entre si.
EJEMPLO:

3- 5 ]
4’ 11’

NN |
w| vt

)

3.3.3 OPERACIONES CON FRACCIONES
e Adicidn y sustraccion de fracciones homogéneas

EJEMPLO:

Efectda la operacion
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13 11 2 20

Se suman o restan los numeradores, el resultado tiene como
denominador 7 y la fraccidon resultante se simplifica, si fuera

necesario.

13 11 2

20 13+11+2-20 6

TPy e 7 7

> 6
Por lo tanto, el resultado de la operacién es .

Adicion y sustraccion de fracciones heterogéneas.

Se busca el minimo comun multiplo de los denominadores, también
conocido comun denominador, éste se divide entre cada uno de los
denominadores de las fracciones y los resultados se multiplican por
su correspondiente numerador. Los numeros que resultan se
suman o se restan para obtener el resultado final.

EJEMPLO:

]
Efectia -+ -——
=T~

El comdn denominador de 4, 5 y 15 es 60, se efectia las
operaciones y se obtiene el resultado.

3 2 3 45+24-12 57 19
4 5 15 60 60 20

., 19
Por lo tanto, el resultado de la operacidn es %

Multiplicacion de fracciones. Se multiplican los numeradores y los
denominadores entre si. En caso de que existan fracciones mixtas,
se deben convertir a fracciones impropias y posteriormente realizar
la multiplicacién.
EJEMPLO:
Efectua (E) (l) (1 l) (2)

4/ \6 3
Se convierten las fracciones mixtas a impropias, se observa que
existen factores iguales en el denominador y denominador, por lo

tanto, es recomendable simplificar la expresién para obtener el

GIGIGIERGIGIGIOR:

Division de fracciones.

resultado.

- Se multiplica el numerador de la primera fraccién por el
denominador de la segunda fraccion, el producto es el
numerador de fraccidn resultante.

- Se multiplica el denominador de la primera fraccién por el
numerador de la segunda fraccidn, el producto es el

denominador de la fraccion resultante.

Para realizar esta operacidn
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a c % ad %~ FRACCION GENERATRIZ DE UN DECIMAL PERIODICO PURO
b d € bc . .
d La fraccién tiene por numerador a todas las cifras (sean componentes
EJEMPLO: o no del periodo y sin comas) menos las cifras que forman el periodo.

Efectd 2 4 El denominador tiene tantos nueves como cifras decimales tiene el
ectia=+-
3 5

periodo.
Efectuamos la operacion y resulta lo siguiente
EJEMPLOS:
2 4 2
§+§ 38; g 323_325—3_322
T 99 T 99
Por lo tanto, el resultado de la operaciéon esz L NN e Sl 3

99 99 11
3.3.4 FRACCION GENERATRIZ

., ! , : &~ FRACCION GENERATRIZ DE UN DECIMAL PERIODICO MIXTO
Es la fraccién que da origen a un numero decimal. Para obtener la

fraccion generatriz de un decimal, debemos revisar las siguientes El numerador de la fraccidn esta formado por la diferencia que resulta
reglas: de escribir todas las cifras que contenga el numero decimal menos las

\ cifras que componen la parte NO periddica. El denominador esta
¥~ FRACCION GENERATRIZ DE UN DECIMAL EXACTO
formado por tantos nueves como cifras tiene el periodo seguido de
La fraccién tiene como numerador el nimero dado sin la coma, y por
tantos ceros como cifras hay entre las comas y la parte periddica.
denominador, la unidad seguida de tantos ceros como cifras decimales

tenga. EJEMPLOS:

Ejemplo: 0,25 = 25 =

__ 3725-37 3688 1844
100 - - -

3,725 990 990 495

AR
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052_52—5_47
T 90 90

PROBLEMAS Y EJERCICIOS RESUELTOS

1. Calcule m + n + p + q, dado que:

17 pq
mn 19" 1
A. 8
B. 12
C. 13
D. 14
E. 15
RESOLUCION:
Del enunciado, tenemos:
17 pq
—+—=1
5 19 4
17+ (10p + q) =19+ 19¢q
10p = 2 + 18¢q
S5p=1+9¢q

Solo se cumple para:p = 2; g =1
5(2)=1+9(1)

~m+n+p+q=1+9+2+1=13

2. Omar, después de haber perdido los 5/12 del dinero que tenia, 1/8
del resto y 7/15 del nuevo resto, gana $ 41 000 y de esta manera, la
pérdida se reduce a la mitad de la cantidad inicial. ¢ Cudl era su dinero

inicial?

A. $100000
B. $175000

C. $210 000
D. $180 000
E. $215000

RESOLUCION:

Sea T la cantidad inicial, considerando lo que siempre queda:
7

8[7( xD)]+41000—D
15[8\12 2

49 D
—(D)+41000=E=>D=180000

180
~ Monto inicial: $ 180 000
RPTA: D

3. Kristel prepara picarones para vender y dispone de una balanza
i 3 - 15 . .
muy precisa. Ella comenzé a trabajar con 2 > kilogramos de harina y

después de un tiempo pesa la harina que le queda. La balanza indica
1,757575... kg, écuantos kg de harina ha consumido?

A. 0,74747474...
B. 0,24242424...
C. 0,74222222...
D. 0,74242424...
E. 0,74424242...

RESOLUCION:
Del enunciado, la cantidad de harina que ha consumido es:

5 175-1 5 174

27 99 2 99

495—348 147 49 074242424
198 198 66
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RPTA: D

. 7 . , . .
4. En un saloén, los r de los estudiantes son varones. Si la diferencia

entre mujeres y varones es P, halle cuantos estudiantes hay en el
salon
P=03+(1,3+--+1,7+1,8)

A. 80
B. 12
C. 72
D. 60
E. 48

RESOLUCION:
Del enunciado, tenemos:

(12 +13 4+ -4+ 17)
9

P—1+87—10
= i

Ahora el total de estudiantes es 12k

7
— . 12k=7
hombres: 7 k=7k

mujeres: 5k
Por dato:

7k - 5k =10

Por lo tanto, el total de estudiantes esta representada por 12k =
12(5) =
RPTA: D

5. La suma de los inversos multiplicativos de dos nimeros es
0,3333 ... y la diferencia de los cuadrados de los inversos
multiplicativos es 1/18. Halle la suma de los cuadrados de los
inversos multiplicativos.

A.1/9
B. 5/72
C. 3/8
D. 1/24
E. 1/16

RESOLUCION:
Sean los numeros a y b:

Por dato:

También

(1+1)<1 1)_1
a b/\a b/ 18

Reemplazando (i)
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1(1 1)_ 1
3\a b/ 18

1 1 1 -
E_E —g.....(ll)
Resolviendo las ecuaciones (i) y (ii) se obtiene
i 1
a 4
131
b 12
Nos piden:
1 ™5
az ' b2 72

RPTA: B
o 5 :
6. La sefora Rosa, va al mercado y gasta 5 de su dinero, pero
N . A 5 ]
poniéndose a pensar dice: “si en vez de gastar los 3 hubiera gastado

2 . , . .
los E de mi dinero ahora tendria S/ 72 mas de lo que tengo”. A partir
de la informacidn, determinar cuanto dinero no gasto la sra. Rosa.

A. S/ 120
B. S/ 194
C. S/ 320
D. S/ 192
E. S/ 140

RESOLUCION:
Planteamos lo acontecido.

o, .n

Total, de dinero “x

Gt— N thix ——=—
asto 8 0 gas 0:x 3

8

Segunda proposicion del enunciado.
2x 3x

No gastaria: x — T =73

Gastari _Zx_
as arla.s, z

Hallamos el total de dinero.

Nos pide lo que no gasto la sefiora Rosa.

3x  3(320)

N to:— = =5/120
o0 gasto 3 3 /

Por tanto, la sra. Rosa no gasto S/ 120 en su compra.

RPTA: A

7. En el baile de promociéon de una Insitucion Educativa hay “a”
seifioritas mas que jovenes y cuando llegan “b” parejas al baile, resulta
que el nimero de los jovenes constituye los 3/10 del total de
asistentes. ¢ Cuantos jovenes habia inicialmente?

2a-3b

3
4a-3b

2
3a—4b

3
3a—4b

4
5a-3b
4

m o 0O ® »

RESOLUCION:
Del enunciado, tenemos:
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+b parejas
Inicio Después
Jévenes X x+ b
Sefioritas x + a x+a+b
Luego:
x+b——(2x+2b+a)

10x + 10b = 6x + 6b + 3a
4x = —4b + 3a
3a —4b
o

RPTA: D
8. Ricky en uno de sus libros de matematica encontré la fraccion
18/45 y su hermano que se encuentra en proceso de preparacion para
dar el examen de ingreso a la universidad le pregunta. ¢Cudntas
fracciones equivalentes tiene como denominador a un niumero de
tres cifras que no es par?

A. 80
B. 90
C. 75
D. 56
E. 75

RESOLUCION:
Del enunciado, tenemos:

= 45 5k
Nos centramos en el denominador 5k, que debe ser un nimero de 3

cifras
100 < 5k < 1000
20 <k <200
k =20,21,22,..199 (180 denominadores)
separando los pares se tiene: 90 nimeros
RPTA: B
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3.4 NUMEROS IRRACIONALES
Un numero irracional es aquel que tiene infinitas cifras decimales no

periddicas; ademas no puede expresarse como una fraccién.
Los numeros irracionales pueden ser:

e Numeros irracionales algebraicos. Son soluciones inexactas de
ecuaciones algebraicas.
EJEMPLO:
y? = 6, tiene dos soluciones irracionales
y1 =V6 Ay, = 6.
e Numeros irracionales trascendentes. No son soluciones de una
ecuacion algebraica.

e EJEMPLO:

T =3,14159 ..; e = 2,7182 ...; 5V° = 36,5548 ...; etc
Se debe tener en cuenta que:

¥~ Los numeros irracionales no pueden ser representados por

fraccioén alguna.

¥~ Algunos de estos nUmeros irracionales son el resultado de

efectuar ciertas operaciones de radicacion, por ejemplo:

V2 = 1,4142135...

V3 = 1,73231...

V5 = 2,2360679...

&~ Otros numeros irracionales son llamados trascendentes como
T, e ¢

7 = 3,14159265...

e = 2,71828128...

o =5 _ 061803398 ...

%~ El conjunto Q y el conjunto I son disjuntos entre si

QnI=9

¥~ Al conjunto I también se le simboliza por Q’
Trabajar con numeros irracionales implica que podamos trabajar con

radicales

&~ Radicales Semejantes: Son aquellos que presentan la misma

parte radical.

EJEMPLO: 3v/2; 4/2; —3v/2; —/2, son semejantes

&~ Extraccion de un Factor de un Radical: Consiste en extraer un

factor del radicando que aparece elevado al indice del radical.

EJEMPLO 1: V12 = V22 -3 =22 -v/3 = 2¢/3

EJEMPLO 2: V675 =/52-32.3 =5-3-4/3 = 15V3
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&~ Introduccién de un Factor: Es la operacion contraria a la

extraccidon y se realiza elevando el factor al indice del radical:

EJEMPLO: 24/6 = /22 - 6 = /24

3.4.1 OPERACIONES CON NUMEROS IRRACIONALES
3.4.1.1 ADICION Y SUSTRACCION DE NUMEROS IRRACIONALES

Podemos sumar o restar niUmeros irracionales solamente cuando
tengamos radicales semejantes.

EJEMPLO:
2v27 — 5v3 + 2V12 — V48 = 6V3 — 5V3 + 43 — 4/3

2427 — 5vV3 + 212 — V48 = /3
3.4.1.2 MULTIPLICACION Y DIVISION DE NUMEROS IRRACIONALES

Para el caso de la multiplicacion solo se debe verificar que los
indices sean iguales. Si fuese asi se multiplican los coeficientes y

luego las partes internas de los radicales.

EJEMPLO: (2v8)(—3v3) = 2(-3)V8-3 = —6v24

RECUERDA QUE ‘\. ) \.’ \ \.C\.L,
Un radical ¥b™ se puede Radicales simples: \

oy - , nk
escribir asi: ~Vbmk

Es decir, se puede _
multiplicar por un nimero Radicales dobles:

al indice y exponente sin VA+ "B

alterar su valor.
L\/5+\/” 2,73 - 2V3 }

3.4.2 TRANSFORMACION DE UN RADICAL DOBLE EN SIMPLE
3.4.2.1 PARA UN RADICAL DE LA FORMA+A + VB

Solosi: VA% — B =

Donde C es raiz exacta, si esto es cierto, entonces:

JF I rZyzsrz

EJEMPLO: Exprese v/ 11 + 6v2 en radicales simples
Donde V11 + 6v2 = V11 + V72

A=11ANB=72->C=

Luego, V11 4+ 6V2 = /112+7+ ’%: 3442

/11+6\/§=3+\/§

Vsx +3;Vx— 1

112 -72=7
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REGLA PRACTICA:
- \/ (Vx+7 +2)°

=Vx+ .y ++z
Donde {4; a; B; 0; x; y; z} ¢ R*

Conseguir un trinomio cuadrado perfecto en el radicando. Asi:

\[Ai\/§=\/Ai\/4_:\/AiZ\/F

x+y x-y . . y
EJEMPLO: Transformar a radicales simples la expresion M

2
- A+ 2Vb = (Vx +.[y) M:\/24+\/240+\/336+\/14O

Y esto se reduce a:

M=\/24 + 2V5:12 + 27124+ 2V7 -5

JAat2vb=vxt [yx>y 5+12+7

Luego, si x > y se tiene: M=+5+vVi2+7
xtyt iy =ity T’ & AN
EJEMPLO: 3.4.3 RACIONALIZACION DE RADICALES

Racionalizar una fraccion consiste en transformarla en otra
Transformar v/ 10 + v/84 a radicales simples

Transformamos: v/ 10 + /84 = 10 + 2

equivalente sin radicales en el denominador.

Caso 1: Cuando el denominador es de la forma 'V%_’" (neN,n > 2),

se multiplica tanto el numerador como el denominador por el factor
10 + V84 = V7 +V3 .
racionalizador Vb ™,

. . 2

3.4.2.2 PARA UN RADICAL DE LA FORMA A + VB + VC + VD EJEMPLO: Racionalizar 7
\/A+W+W+W \/A+2f+2f+2f 2 V5T V5 2V 2V
xty+z &y kz §z V5 V51 VE-VE Y5F S
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Caso 2: Cuando el denominador es de la forma —— \/_ 77

numerador y el denominador por la conjugada del denominador.

se multiplica el

EJEMPLO: Racionalizar ﬁi@
6  V7+v¥5 6(V7++v5) 6(V7++5)
N - e A A

PROBLEMAS Y EJERCICIOS RESUELTOS

1. Javier tiene que determinar el valor de a en la siguiente igualdad:
/0,00a@ + 2(0,0@) + 0,a = 0,73
Si logré resolver correctamente la ecuacion, ¢cual fue su respuesta?

RESOLUCION:

/0,004 + 2(0, oa) +0,a8=0,73

\/ 42, a 73 =7
900 90 9 90

o 10a N 100a 66
900 900 900 90

\/ a 20a 100a _ 66

900 + 900 + 900 90

121a _ 66
900 90
11Va 66
30 90
\/__6

=3
Va =2

a=4%

Por tanto, el valor que obtuvo Javier fue 4.
RPTA: B

2. La edad de Wilber se obtiene al sumar las cantidades subradicales
al transformar en radicales simples la siguiente expresion:

4
/49 +20V6

Calcular la edad de Wilber.

A. 12
B. 13
C. 15
D.5
E. 7

RESOLUCION:
Por dato:

*49 + 20v6 = / /49 +20v6

Transformamos a radicales simples:
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\/49+20\/€=\/49+2\/60 = V25 +/24 \/6+2n(\/7+1):\/7+1
m 25+24 Para que se cumpla la igualdad, necesariamente n = 1.
Luego; V49 + 20v6 = V5 + V24 = /5 + 2v6 /8+2\/7=\/7+1
! ~n=1
2+3

2-3 RPTA: B

4/49 +20% =¥ +3 4. Antes de determinar la dosis de un:i\ medicina par_a\.un paciente,

algunos doctores a veces calculan su area de superficie corporal o

Por tanto, Wilber tiene: 2 + 3 = 5 afios. (BSA por sus siglas en inglés). Una manera de determinar el BSA de

o un paciente es usando la siguiente formula:
. m— X wh
3. Calcular n si se cumple lo siguiente: BSA —
3600
N 1100 2 ’8 2T =T+ 1 Donde w representa el peso en libras, h altura en centimetros y el BSA
L + e Fa - es medido en metros cuadrados. Si Daniel pesa 200 libras y tiene un
A1 BSA de V10 m?, ¢qué altura tiene Daniel en cm?
B. 2
c 3 A. 163 cm
D. 4 B. 187 cm
E- 5 C. 164 cm
' D. 180 cm
RESOLUCION: E. 174 cm
Convertimos a radicales simples: V8 — 2v7 =7 — 1 RESOLUCION:
Por dato:

\/6+2n\/10+2(\/7—1)=\/7+1

o / wh —_ [200n
= |— = |—
6+ 2n /8+2\/7=\/7+1 3600 3600

Elevamos al cuadrado la expresion
V7+1
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2

2 ,ZOOh
VI0© = |——
3600

200h

0= 3600
De donde se obtiene que h= 180
Por tanto, Daniel tiene una altura de 180 cm.
RPTA: D

5. Luego de racionalizar la expresion:
4

a+b—+2ab

Indicar su denominador.
A.a—b

B.a—b»b

a’? — b?

.ab

a? + b?

mo o

RESOLUCION:
Multiplicamos y dividimos por su factor racionalizante:

4 a+b+~v2ab 4(a+ b +V2ab)
a+b—2ab a+b++2ab (a +b)2— (,/zab)z

B 4(a +b +V2ab)
" a? + b% + 2ab — 2ab
B 4(a+ b +2ab)

a? + b2

Por lo tanto, su denominador es a?® + b?.
RPTA: E

6. Transformar a radicales simples la expresion M.

M = J24 ++/240 + /336 +/140

A. V5 +V12 ++/7
B. V6 +12 +13
C. V5+v6++7

D. V3 +V12 ++/7
E. V3 +10 +13

RESOLUCION:
Transformamos el radicando:

M=\/24+2@+2@+2\/£

2vV60 = 2V/5 - 12
2V84 = 27 - 12
2v/35 =247 -5

Ytambién 24 =54+12+7
De la expresion “M”ransformamos el radicando en un trinomio
cuadrado perfecto:

M= \/24+\/240 ++/336 + 140 = \/(\/§+\/ﬁ+\/7)2

“M=vV54+V12 +7

RPTA: A

7. Indicar uno de los radicales simples luego de transformar la
siguiente expresion:

f}—lc+\/2—x2,con1<x<\/f/\x6(@
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A.

2+x2

w

(@]
N R
N

Juy

o

[\ll>
=
N

m
B

T
]

RESOLUCION:
SiA= i; B = 2 — x?, entonces

2 x4 —2x2+1
e

El numerador de la cantidad subradical es un T.C.P.

x*>—1 1
C & =x ——
X X

Luego, en la expresion inicial:

. . X
Por lo tanto, uno de los radicales simples es \E

RPTA: C

8. El perimetro de un pentagono regular es x metros. Si el lado de
dicho pentagono mide (\/x +5— 1) metros, determine el area de un

triangulo equilatero de lado v/x metros.

A.%gm2

B. 5v3 m?

C.igm2

7
83
D. T mz

E. V3 m?

RESOLUCION:
Por ser un pentagono regular, los lados tienen la misma medida,
entonces:

5(Vx+5-1)=x
Es una ecuacion irracional
5x+5—-5=x->5Vx+5=x+5

Elevamos al cuadrado:
25(x +5) = x?+ 10x + 25
x?> —15x — 100 =0
(x—20)(x+5) =
x=20Vx=-5
Como x es longitud, entonces debe ser positivo, es por ello que se va a
considerar el valor de x = 20

Piden el drea de un triangulo equilatero de lado v20 metros, tenemos:

A= ?(lado)2
-2 (vm)’
A = 5vV3 m?

RPTA: B
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3.5 ANGULOS

a
3.5.1 DEFINICION DE ANGULOS 5
Es una figura geométrica formada por dos rayos que tienen el mismo 0° 90
, . . . - - > 0° < a<90°
origen. Los dos rayos son los lados del angulo y el origen comun es el
ANGULO NULO ANGULO AGUDO ANGULO RECTO

vértice. La medida del angulo dependera Gnicamente de la abertura o

separacion de sus rayos (lados) y no de la longitud de estos.

90° < 0 < 180° B > 180°
ELEMENTOS: 0 180°
A Sy 1 P B

o Vértice: O < >
Ouq’ e Lados: 0A'y OB ANGULO OBTUSO ANGULO LLANO ANGULO CONCAVO
¢ Notacion: £A0B 360° ’
« Medida del ngulo: ._._. ANGULO COMPLETO
P m43AOB = «a

SEGUN LA POSICION DE SUS LADOS
BISECTRIZ DE UN ANGULO:
Rayo que biseca al angulo en dos

Bisectriz
-—ss==2Is M ,
angulos congruentes.

maAOM = maMOB
B

3.5.2 CLASIFICACION a B

) | <AOB; <BOCy<COD |
SEGUN SU MEDIDA i a+ f =180° | ! son consecutivos i
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ANGULOS ADYACENTES
SUPLEMENTARIOS

(PAR LINEAL)
A B
M
a
B
0 Q N
SR AN ;
1Cg=90°—a;

"'
PP
a 0
\§~~
B '~..~~*
L a=0,9=F |

PRUNSA

ANGULOS CONSECUTIVOS

ANGULOS SUPLEMENTARIOS

ANGULOS OPUESTOS POR EL
VERTICE

3.5.3 COMPLEMENTO Y SUPLEMENTO DE UN ANGULO.

Complemento de un angulo (C):

Suplemento de un angulo (S):

Es lo que le falta a un angulo para

ser igual a 90°.

Es lo que le falta a un angulo para

serigual a 180°.

Voflemtes  MATEMATIcA)

L

[Se = 180° — a
RECUERDA: ‘

Con angulos complementarios

C.C.C.CB)

n veces
B e Si"n""par

- {C(ﬁ) o Si"n""impar JJ

N N N N
AR
RECUERDA: /‘

L

S.5.5..S(a) = {

"n" veces

Con angulos suplementarios

n__myy

a < Si'n""par
S(a) & Si"n""impar

Ny
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3.5.4 ANGULOS FORMADOS POR DOS RECTAS PARALELAS AL SER
CORTADAS POR UNA SECANTE O TRANSVERSAL

si: Ly//L;

Angulos internos

Estan dentro de las rectas:
x3; <4; «5; <6

Angulos externos

Estan fuera de las rectas:
x1; «2; X7; <8

Angulos alternos internos

Son dos angulos internos no adyacentes
situados a distintos lados de la transversal
23y 46; ¥4y 45

PROPIEDAD:
Los angulos alternos internos
son iguales.

Angulos alternos externos

Son dos dngulos externos no adyacentes
situados a distintos lados de la transversal
L1y «8; 22y «7

PROPIEDAD:
Los angulos alternos externos
son iguales.

Angulos conjugados internos

Son dos angulos internos situados a un
lado de |Ia
x3 y «5; ¥4y %6

mismo transversal

PROPIEDAD:
Los angulos conjugados

internos son suplementarios.

Angulos conjugados externos

Son dos angulos externos situados a un
mismo lado de |la
L1y x7; ¥2y 48

transversal

PROPIEDAD:
Los angulos conjugados

externos son suplementarios.

Angulos correspondientes

Son dos dangulos no adyacentes, uno
interno y otro externo, situados a un
lado de la transversal
X1y «5; «3yx7; 42y 46; <4y 48

mismo

PROPIEDAD:
Los angulos
correspondientes entre

paralelas son iguales.

3.5.5 PROPIEDADES:

A) Si: L1//L2

B) Si: Ll//LZ
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na)Nueoalmagern
> Ll — & Ll
d x
7]
c
+ a > L2
a+p+y+0+eo
L Ly \ )
> x=a+p+6 | Y
180°(#segmentos)
ANGULOS DE LADOS PARALELOS:
CONGRUENTES
« »L1 p
2
p 0
a
« > L2 X P

« , L
8 = » L1
X
. B L,
‘ 4 s
xX=a+p

130
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ey,
: J /./
b ) 3/
B+ p=180° o+ =180°

ANGULOS DE LADOS PERPENDICULARES:

0+ p=180°

4

PROBLEMAS Y EJERCICIOS RESUELTOS

. . 3
1. Calcule el valor de un angulo sabiendo que los " del suplemento de
su complemento es igual a un angulo recto.

53°
25°
38°
45°
30°

P P

RESOLUCION:

Sea el angulo=pf
Segun el enunciado se tiene:

3

ZSCﬁ =90
Luego:

Z[180° —(90° - )] = 90°

4

[180° — 90° + B] = 90° (5)
90° + B = 120°

& B =30°

RPTA: E

2. Calcular un angulo si el complemento de la cuarta parte del
suplemento del complemento del angulo es igual al complemento del
doble del angulo mas 16°.

22°
30°
24°
52°
15°

moow>»

RESOLUCION:
Sea 6 el angulo.
Segun el enunciado:

1
90° — 75Co = Cog + 16

B [180° — (90° — 0)]

90°
4

= (90° —20) + 16°

[180° — (90° — 0)]
4

= (90° —260) + 16° —90°
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[180° — (90° — )] 3 s 4. Si C es complemento:
- 4 =-20+16 CCypy + CCCChy + CCCCCCoy+... +CCC ... Copy = 42a
180° — 90° + 6 = 860 — 64° Calcular “n”
90° 4+ 64° =860 — 6
154° =76 A. 5
6 = 22° B. 2
RPTA: A C. 6
D. 4
3. Del grafico mostrado, calcular “x” si (L_{ [ E E. 7
RESOLUCION:
‘J'r‘lE Se tiene:
CCyp + CCCCly + CCCCCCxu+...+CCC ... Copg = 42a
Por propiedad.
L 2a +4a + 6a+...+2na = 42a
L, 2a(1+ 2+ 3+...4+n) = 42a
n(n+1) — 21
A. 70° 2
B. 82° nn+1) =42
C. 90° nn+1)=6(6+1)
D. 50° L~ n=6
E. 45° RPTA: C
RESOLUCION: 5.Si Ly || Ly, calcular “x”
Por propiedad: x =+ 6
Por angulos conjugados internos: Ly
2 + 26 = 180° 125°
Luego: Jage L2
B+ 6 =90°
Por lo tanto: A. 70°
x =90° B. 65°
RPTA: C C. 80°
D. 75°

132



EP

RUNSA

Uit ieseas

E. 50°
RESOLUCION:
Trazamos en el grafico E [ 1_;
L]
125°
x /1300 L2
a B
Por angulos conjugados internos:
125° + ¢ = 180° = a = 55°

130°+ B8 = 180° = B = 50°
Por angulos suplementarios:
a+x+p =180°
55° 4+ x° + 50° = 180°
x = 75°

6. Del siguiente grafico hallar la medida del angulo “x

Ly
Lz
A. 30°
B. 25°
C. 36°

uyn”n
.

RPTA: D

D. 45°
E. 52°

RESOLUCION:
Por propiedad:
0+60+r+6+2r+6+3r+6+4r=180°4)
56 + 10r = 720°
0 + 2r = 144°
Por angulos suplementarios:
x+ 6+ 2r = 180°
Luego:
x + 144° = 180°
x = 180° — 144°
Por lo tanto:
x = 36°

RPTA: C

7. Se tiene los angulos consecutivos AOB, BOC y COD; tal que:

m<P0OQ + m<ROS = 140°

Siendo los rayos 57’), w, OR Vi 0S las bisectrices de los angulos AOB,

COD, AOC y BOD respectivamente. Hallar la mxA0D.

100°
110°
120°
130°
140°

moowp

RESOLUCION:
Por dato se tiene:

mIPOQ + mxROS = 140°
Del grafico se tiene:
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C. 34°
D. 140°
E. 100°

RESOLUCION:
De la grafica completando tenemos:

Ly
mIPOQ =a+ 2w+ 06
mIROS = mIBOS —mIBOR =w+ 60 — (a + w — 2a)
Reemplazando:
a+2w+0+w+60—(ax+w—2a)=140° L,

20+ 2w + 260 = 140°
Pero se sabe que:

m<xAOD = 2a + 2w + 260

w+a+f+e+y=180°

Entonces:
quOD — 1400 Por dato: .
RPTA: E a+pf+¢o+y =140
Reemplazando se tiene:

8.Enlafigura, L, // L,, sia+ B+ @ +y = 140°, calcular “x”. w + 140° = 180

w = 40°
Ly Por propiedad:
180° —w 4+ 90° + 90° + x = 360°
180° — 40° 4+ 90° + 90° + x = 360°
x = 40°
RPTA: B
L,

A. 24°
B. 40°
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3.6 TRIANGULOS B

3.6.1 DEFINICION DE TRIANGULOS

60°
Es la figura geométrica plana delimitada por tres segmentos no
_ TRIANGULO EQUILATERO
alineado.
Sus tres lados son
congruentes.
60° 60°
A — C
[AB = BC = AC|
B

TRIANGULO ISOSCELES

Dos lados son congruentes, el
- lado desigual se llama base, y
los angulos en la base son
congruentes.

ELEMENTOS

e Vértices: A, B, C

elados: AB; BC; AC

e Angulos internos: a, 5,y
TRIANGULO ESCALENO

Los tres lados y los tres
angulos interiores no son
congruentes.

e Angulos externos: m,n,p

3.6.2 CLASIFICACION
| A) POR LA RELACION ENTRE SUS LADOS.

)

ALAL

|AB # BC + AC|

B) POR LAS MEDIDAS DE SUS ANGULOS.
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3.6.3 TEOREMAS FUNDAMENTALES.

TRIANGULO ACUTANGULO (V]

a) Lasuma de las medidas de los angulos

Los tres angulos interiores ST - .
interiores de un triangulo es igual a

son agudos. a B 180°.

a<90°

B <90°

6 < 90° la+pB+6=180°|
TRIANGULO OBTUSANGULO B

b) La medida de un angulo exterior es
igual a la suma de las medidas de los
(mayor de 90°, pero menor 7 angulos interiores no adyacentes.

Un angulo interior es obtuso

que 180°). A C
[90° < @ < 180°

A

¢) Lasuma de las medidas de los angulos

A p exteriores es igual a 360°.
TRIANGULO RECTANGULO

Un angulo interior es recto

(mide 90°) B C
AB y BC: catetos
AC: hipotenusa
0+ ¢ =90° d) En un tridngulo, la longitud de uno de
|(AC)2 — (AB)? + (BC)2| sus lados e§té comprendida entre la
suma y la diferencia de los otros dos
[AC > AB]; |[AC > BC] lados.
PROPIEDAD DE
EXISTENCIA

Si:la>b>c

136



MATEMATICA 1]

PRUNSA

na)Nuevalmagen

[b—c<a<b+c|
la—c<b<a+c|
la—b<c<a+h

e) En todo tridngulo se cumple que a
mayor lado se opone mayor angulo y
viceversa.

Si: : Es A Obtusangulo
Si: : Es A Acutangulo
Si: : Es A Rectangulo

Si:
[AC > BC > AB|
Entonces:
|b >a>c
B
f) Segun la relacidn de sus lados se
cumple que: c a
Si: -
[4BAC > 2ABC > 4BCA] - -
Entonces:

3.6.4 PROPIEDADES ADICIONALES:
Bdx
B A ¢
x D y
L. 9 Se cumple:
Secumple:x=a+ﬂ+9 a+ﬂ:x+y

Se cumple:
Q+B= O+ w

PROBLEMAS Y EJERCICIOS RESUELTOS

1. En un triangulo ABC:
AB =2x—1;

A.5u
A.6u
B.7u
C.8u
D.9u

RESOLUCION:

BC=3x+1; AC=8-x,
Hallar la longitud del mayor lado (x € Z).

Graficando de acuerdo a los datos:

B

2x—1

3x+1

A

Por el teorema de la existencia del tridngulo:

8 —«x

137



EPRUNSA

(nease2oss  Ulploplzzm  VATEVATICA

Bx+1)—-R2x—-1)<8—x<Bx+1)+R2x—-1)
x+2 < 8—x < 5x
x+2<8—-x AN 8—x < 5x
2x < 6 A —6x < —8
x<3 A 3x>4

4
x<3 A x>§

4<<3
3 <

Como “x” es entero:

Luego, los lados miden:
AB=2x—-1=22)—-1=3
BC=3x+1=312)+1=7
AC=8—-—x=8—-2=6

Finalmente, la longitud del lado mayor es:
BC =7 u.
RPTA: C

2. En una estructura metdlica en forma de tridangulo ABC, dos araiias
tejen sus telarafias AP y BH, perpendiculares a BCyAC,
respectivamente. Si la m«C = 80° hallar el mayor angulo que
forman las telarafias al intersecarse.

A. 80°
B. 75°
C. 110°
D. 100°
E. 95°

RESOLUCION:
Graficando apropiadamente y completando datos:

B

AAPC, por dangulos agudos complementarios:

m<IPAC = 10°
ABHC, por angulos agudos complementarios:
m<IHBC = 10°
Luego:
AAHQ, por angulos agudos complementarios:
m<IAQH = 80°
Finalmente en "Q":
80° + x = 180°
~x = 100°

RPTA: D

3. Las raices de la siguiente ecuacidn:

x3 — 4x* — 2x*m + m?x + 8mx — 4m? =
son las longitudes de los lados de un triangulo. Hallar el menor valor
entero de "m

ow»
w N e
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D. 4

E.5 4. Por lo tanto, el menor valor entero de "m" es 3. En el siguiente
grafico, hallar el valor de “x”

RESOLUCION:

Del enunciado:
x3 —4x% — 2x?m + m?x + 8mx —4m? = 0
Ordenando:
x3 —4x? + m?x —4m? — 2x*m +8mx = 0
Factorizando:
x’(x—4)+m?(x—4) —2mx(x—4)=0
(x—4)(x>+m?-2mx) =0
(x—4)(x?2—2mx+m?) =0
TCP
(x=4)x-m)?=0
x-4)x-mx—-m)=0
X1 =4; X, =m; X3=m

A. 30°
B. 45°
C. 42°
D. 36°
B E. 48°

Graficamos el triangulo:

RESOLUCION:
m Haciendo: m<ABQ = 6
Se observa: 20+ 60 =90°
— mICBA = 90°
A 4 Cc ~ AABC es un tridngulo rectdngulo isdsceles.
mIBCA = mIBAC = 45°

Por teorema de la existencia del triangulo:
m—-—m<4<m+m
0 <4<2m
2m > 4

m>2
RPTA: C
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En ACBM: Propiedad de la mariposa.
mIMBC + mIACB = mIQAM + mxAMQ
2a+45°=a+x+a
20 +45°=2a +x
o x =45

5. Hallar “x” en el siguiente grafico:
A

A. 30°
B. 28°
C. 40°

PRUNSA
Joofleolzzzs  NATEWATICA

RPTA: B

D. 36°
E. 54°

RESOLUCION:
En el gréfico:

AMPR isésceles:

MIARM = m«PMR =6
Por teorema del angulo exterior:
m<<IAPM = 260

AAMP: Is6sceles —» mIMAP = 260

AAMR: Teorema del dngulo exterior:

x = 360
o=2 .
=3 O

A MAS: Isésceles — m<x MAS = x
AAMO: I1sésceles - mI MOA = x
A AMO: Sumatoria de angulos internos.
x+x+x+6=180°
3x + 6 =180°
Reemplazando (I):
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X
3x + 3 = 180°
10x — 180°
3 =
s x = 54°

RPTA: E

6. Un terreno tiene la forma de la figura mostrada, donde AB = 16 m
y BD = 13 m, si se va cercar DC. Calcular la longitud de DC.

B

3a

A. 24 m
B. 29m
C. 27m
D. 25m
E. 30m

RESOLUCION:
En la grafica:

Trazamos BM tal que BM = AB
AABM: Isésceles.

AB = BM =16
ABMC: Isdsceles.
MC =16
ABDM: |sésceles.
BD =DM =13

Luego:
CD=164+13=29m
RPTA: B

7. En la figura PQRS es un cuadrado y PQT es un triangulo equilatero,
entonces la medida del angulo STR es:

S R

AG0 " 60°g

A. 110°
B. 130°
C. 120°
D. 150°
E. 95°

RESOLUCION:

Completamos la imagen de acuerdo a los datos
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s R
75°
750 & 75
T
60°

C

30° 30°

-~ 600 600 —

A y '
P Q

Analizamos la figura
Del A SPT: isdsceles

m<IPST = mxPTS = 75°
Del A QRT: isésceles

mIQRT = mxQTR = 75°
En el vértice T:

x + 75° 4+ 60° + 75° = 360°
~x = 150°

8. Carlos esta elaborando el nuevo logo de su empresa, se ha decidido

por el siguiente diseno:

A

Si AB = AE = CD, calcula el valor entero de “x”

A. 82°
B. 83°
C. 84°
D. 85°
E. 86°

RESOLUCION:
Del A EPD, m<AEP = x + 4°
De las condiciones el A ABE es isdsceles.

(x+ 4%,
; NNCED)) 4

\ E D

180° — 2(x + 4)°
MIAEB = mIABE = x 4+ 4°
mIBAE = 180° — 2(x + 4°) ...(I)
También
x4+ 4°<90°
x < 86°...(I)
En el A ACD, a mayor lado se opone mayor angulo
180° — 2(x + 4°) < 4°

84° < x
x > 84° (I
De (I1) y (1)
84° < x < 86°
Como “x” es entero
~x = 85°

RPTA: D
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3.7 CONGRUENCIA DE TRIANGULOS AABC = AMNL

CONGRUENCIA DE TRIANGULOS
Dos tridngulos son congruentes si sus lados y sus dangulos
son respectivamente congruentes.
Esto implica que dos tridngulos son congruentes si tienen
igual forma e igual tamano.

B N
1.1.1 CASOS DE CONGRUENCIA
1ER CASO (ALA)
Angulo - Lado — Angulo
Dos tridngulos son congruentes si tienen congruentes un
A —— c M —0— L

lado y los dangulos adyacentes a él.

2 ol AABC = AMNL
4TO CASO (ALLM)
Angulo - Lado — Lado Mayor
all o— BA L L2 o B Dos tridngulos son congruentes si tienen dos lados vy el

angulo opuesto al mayor de los lados congruentes
respectivamente congruentes.

B N

3ER CASO (LLL)
Lado — Lado - Lado
Dos tridngulos son congruentes si tienen los tres pares de
lados respectivamente congruentes.

AABC = AMNL

2DO CASO (LAL)
Lado — Angulo - Lado
Dos tridngulos son congruentes, si tienen congruentes dos
lados y el angulo comprendido entre ellos.

B N
A c M L
/ BC > AC NL > ML
A —@— c M = — — L

AABC = AMNL
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APLICACIONES DE LA CONGRUENCIA
TEOREMA DE BASE MEDIA
La base media es el segmento que une los puntos medios de
dos lados y es paralelo al tercer lado y su longitud es la mitad
de la longitud de la base.

TEOREMA DE LA MEDIATRIZ
Todo punto de la mediatriz de un segmento equidista de los
extremos de dicho segmento.

o

TEOREMA DE LA BISECTRIZ
Todo punto que pertenece a la bisectriz de un dngulo
equidista de los lados de dicho angulo.

A

! B
A0 =0B : AM = MB|

En el tridngulo AOB:
OM: bisectriz
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OM: mediana RESOLUCION:
OM: mediatriz Completamos informacién en el grafico:

MEDIANA RELATIVA A LA HIPOTENUSA
En todo tridngulo rectdngulo la longitud de la mediana
relativa a la hipotenusa es igual a la mitad de la longitud de
la hipotenusa

2 A
Trazamos RL, tal que BR = LR y m4LRC = 6x

A D C AABR = ACRL (LAL)
Deducimos que:

m4BAR = m4ALCR = x
En el AABC: Sumatoria de angulos internos.

1. En la figura siguiente, AB = RC y determinar el valor de “x”. A Mt L1 8G

PROBLEMAS Y EJERCICIOS RESUELTOS

15x = 180
B wx=12°
RPTA: C
6x|7x
2. En un tridngulo acutangulo ABC, se cumple que m<ABC =
3m<xACB. Si la mediatriz de BC interseca a la prolongacién de la
] bisectriz interior BM en el punto "P", entonces el mayor valor entero
A R C de la medida (en grados sexagesimales) del angulo PCA es:
A 8° A. 11°
o B. 12°
B. 10 c 13°
C. 12° D. 140
D. 14° E. 150
E. 15° ’
RESOLUCION:
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Sabemos que: mXABC = 3m<ACB
m<ACB = 0

- mIABC = 360
Como BM es bisectriz:

36
- m&ZABM = mazMBC = =

Por el teorema de la mediatriz:
PB = PC

36
- mAPCB = mAPBC = 7

spca=2 _4_"8
- =——-0F —
i 2 2

Por dato 4ABC es acutangulo:
mIABC < 90°
30 < 90°
0 < 30°
Dividimos entre 2:
0 co
> <1
- mIPCA < 15°
Nos piden el mayor valor entero de <PCA:
Por lo tanto, el maximo entero es:

9—14°
5=

RPTA: D

3. En un tridangulo ABC, en AC se ubica un punto "H", por dicho punto
se traza la perpendicular PH a AC, la cual interseca a AB en "Q".

Si mAPAB = 53°, mAACB = 143°, AP = AB y AH = 12. Calcular
HC ( en metros).

A.4dm
B.6m
C.8m
D.10m
E. 12m

RESOLUCION:
Graficando:
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Prolongamos BC hasta el punto "R" y desde A trazamos una

perpendicular a "R". Formandose un tridngulo notable ARC de 37°y ,‘?‘\
53°. -30
AAHP = AARB
(LAA)
Entonces:
AH = AR =12
En AARC notable de 37°y 53°:
. AC =20 Prolongamos AB hasta el punto "P".
Finalmente, observamos: Luego, desde C una perpendicular a AP.
12+ x =20
wx=8m ABPC, es triangulo rectangulo de 45° — 45°.
RPTA: C
] AAPC, es triangulo rectangulo y trazamos la mediana PM.
4. En un triangulo ABC:
".uiBAC = Z(mz-iACB)_z 30°, Por teorema de la mediana relativa a la hipotenusa:
si se traza la mediana BM, calcular msABM. PM = AM = MC = |
:' ;g: Los triangulos AAPM y ABPM son isésceles.
C. 28:)0 Por angulo exterior en el ABPM:
IED. R x = 30° + 75°
. ~ x = 105°
> RPTA: E
RESOLUCION:

Nos piden: maABM = x

(e 5. En la figura, BF = 3 u y ED = 4 u. Calcular el valor del segmento
Elaboramos el grafico:

CF (enu).
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A.45u Sabemos:
B.5u BF =3uy ED=4u
C.55u Se prolonga CE, entonces AACM es isésceles:
D.6% ~CE=EM =¢
E. 6,5u
! Luego, se prolonga DE hasta intersecar a BM en N.
RESCRICIRN: . : — ACDE = AMNE (LAL)
En el 4ABC, por propiedad MN es base media: DE = EN = 4
A -
M En el ACBM, EN es base media:
AB 4= x+3
m el == 2
8=x+3
~x=5u
c RPTA: B
Nos piden: CF = x 6. En un cuadrilatero convexo ABCD se verifica que AB = BC = CD.

Sim4ABD = 13m4DBC ym4ADB = 6m4DBC, hallar mADBC.
Construimos el grafico:
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A. 2°
B. 3°
C. 4°
D. 5°
E. 6°

RESOLUCION:
Elaboramos el grafico con los datos:

B
— C
. - 90°— 7a
Ta
a b a
S
90°—~7a B b
30° ] 6a
A H D

Piden: m4DBC =«
Trazamos alturas AC y CH.
En AABC es isésceles por lo tanto, coinciden todas las lineas notables
en BS.

AS=S5SC=b
Entonces:

AASB = ACHD (ALA)
Determinamos:
m4BAS =90 —7«a

AS=CH=b»

En AAHC lam#ACAH = 30° determina triangulo notable de 30° y 60°.

En AABD por propiedad suma de angulos internos:

90° — 7a + 13a + 30° + 6a = 180°
12a = 60°
a =5°
~ maDBC = 5°
RPTA: D

7. En un triangulo equildtero ABC, sobre la altura AH(H € BC) se
toma el punto "E" y en la prolongacién de AC se toma el punto
D(C € AD), tal que EC = CD y AC = ED. Hallar mAHED.

A. 40°
B. 45°
C. 48°
D. 50°
E. 52°

RESOLUCION:

Nos piden: maHED = x

Por dato, el triangulo 4ABC es equilatero:
EC =CDyAC = ED.

Construimos el grafico:
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Trazamos BE, entonces observamos:

AECD = ABEC(LLL)
Si, m4EDC =60 — mAECA =26
En"C":

30 = 60°
6 = 20°
Luego, en 4EHC:
x+0+6=090°
x+ 20 =90
x +40° =90°
~ x =50°

RPTA: D
Por propiedad:

8. En un tridngulo ABC, la m#C = 2m4A. Sobre el lado AB se traza
el tridangulo ABP recto "B" (P exterior a AB). Sim4PAB = %mAC Vi
AP = 12 u, determinar la longitud de BC (en u).

A.3u
B.4u
C.5u
D.6u

E. 8u Se prolonga ACy PB hasta"Q".

RESOLUCION: En el AAPQ se observa que AB es bisectriz y altura a la vez; por lo
Piden: BC = x tanto, el APAQ es is6sceles:
Sabemos: AP = 12 AP = AQ =12
Graficamos: En el AABQ se traza la mediana relativa a la hipotenusa AQ.
- AM = MQ =BM =6
El AMBC es isésceles.
X =6 u.
RPTA: D
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CAPITULO IV 4 DECIFRANDO LA RELACION: TRIGONOMETRIA Y
GEOMETRIA EN LA INTERPRETACION DE FORMAS

GEOM ETRl'A Y TRIGONOM ETR|’A 4.1 PROPORCIONALIDAD. TEOREMA DE THALES- SEMEJANZA DE

TRIANGULOS.

Dos tridngulos son semejantes, si tienen sus tres angulos
congruentes y las longitudes de sus tres lados opuestos a dichos
[ \ angulos (denominados lados homdlogos) respectivamente
proporcionales.

La geometria se ocupa de las propiedades y relaciones de
puntos, lineas, planos vy figuras en el espacio. La
trigonometria se encarga en las relaciones y propiedades de

los triangulos y las funciones trigonométricas.

- /

Si: AABC~AMNL
Se cumple:

v Las medidas de sus dngulos son, respectivamente iguales.
v Sus lados homdlogos son proporcionales.

Es decir:
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4.1.1 CRITERIOS DE SEMEJANZA AABC~AMNL
4.1.1.1. CASO1(AA) 4.1.1.3. CASO 3 (L.L.L)
Dos tridngulos son semejantes, si tienen al menos dos angulos Dos triangulos son semejantes, si sus tres lados son respectivamente
respectivamente de igual medida. proporcionales.

— NN
AN AN / AN

SimxBAC = maNML y mxACB<MLN

AABC~AMNL A\
4.1.1.2. CASO2(LA.L) Si: o g k
Dos triangulos son semej?ntes, Si tle.nen un,angulo de igual medlda y AABC~AMNL
los lados que determinan a dichos dangulos respectivamente
proporcionales. 4.1.2° TEOREMAS

4.1.2.1 TEOREMA DE THALES
Tres o mas rectas paralelas determinan en dos rectas transversales o

B
7 N .
/ f secantes a ellas, segmentos proporcionales.
: /\
[ a
a I 1
C
A b |

c b
Sim<xBAC = ma<NML y ngzk
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Si I, //AC
) Af xM ol il //
B/ \ ! Se cumple:
< N > [, a_m
b n
Ademas:
< C Q > |
j ! 3 si I, /) AC
- Se cumple:
En el gréfico:
a x
Sily// /)13 b vy
Se cumple: 4.1.2.3 TEOREMA DE LA BISECTRIZ INTERIOR
AB  MN En todo tridngulo, una bisectriz interior determina en el lado al cual es
— = relativa segmentos proporcionales a los adyacentes a dicha bisectriz.
BC NQ
4.1.2.2 COROLARIO DEL TEOREMA DE THALES: B
P
B < (? 7 >,
\\ II ﬁ '3
y\ /b
b n VS c a
\IB
< Q >,
X
a m
C
m D n
A C
A c En el grafico:
En la figura: BD: Es bisectriz interior del AABC
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Se cumple:

\Y%

S|

m
n

Qla

Cc
m

4.1.2.4 TEOREMA DE LA BISECTRIZ EXTERIOR

En un tridngulo, una bisectriz exterior cuyos lados adyacentes son de
diferente longitud; determina en el lado al cual es relativa segmentos
proporcionales a lados adyacentes a dicha bisectriz.

En el grafico, BE es bisectriz exterior del tridngulo ABC

Se cumple:

S|
<
|3

Q|a

c
m

4.1.2.5 TEOREMA DEL INCENTRO
En todo tridngulo el incentro divide a una bisectriz interior en dos
segmentos que son proporcionales a la suma de las longitudes de los

lados adyacentes a la bisectriz y a la longitud del lado al cual es relativa
dicha bisectriz.

En el gréfico, I: incentro del triangulo ABC

Se cumple:

_a+c

x
y b

4.1.2.6 TEOREMA DE MENELAO

Toda recta secante a un tridngulo que interseca a dos lados y al tercero
en la prolongacién, determina en dichos lados segmentos, de modo
qgue el producto de las longitudes de tres de ellos sin extremo comun
es igual al producto de las longitudes de los otros tres.
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En el grafico, las cevianas interiores AQ, BR, y CP concurrentes en M,
dividen internamente a los lados del tridngulo ABC.

Se cumple:

amx = bny
En el gréfico, L es recta secante al triangulo ABC.

Se cumple que:
PROBLEMAS Y EJERCICIOS RESUELTOS:

amy = bnx
1. En el siguiente grafico, PQ = 15u, QR = 9u,

4.1.2.7 TEOREMA DE LA CEVA BC = 5u. Calcular AB.
En todo tridngulo tres cevianas concurrentes, determinan en los lados,
segmentos, de modo que el producto de las longitudes de tres de ellos Q
sin extremo comun es igual al producto de las longitudes de tres de B
ellos sin extremo comun es igual al producto de las longitudes de los
otros tres.
oL 0 0 o
A CP R

A. 3u
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B. 4u
C. 5u
D. 6u
E. 8u

RESOLUCION:
Completando datos:

Sea: AB=x
AABC ~ ARQP (Angulo - Angulo)
X 9
5 15
45
X~ 15
x=3u

RPTA: A

2. En el grafico mostrado, AB =5,CD = 2 y BC = 7, calcular FC.
A

A. 2,5

B. 1,5
C.2
D. 3
E. 1,98
RESOLUCION:
Completamos datos en el grafico:
A
o
5 E
5
0
B F
L 7
Aplicamos semejanza de triangulos en:
AABE ~ ACDE
BE 5
ED 2
ABEF ~ ABDC
5 7-x
7 7
5=7—-x
x=7-=5
Sx =2

RPTA: C
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3. En un triangulo ABC, sobre el lado AC se toma el punto "D", tal
que, AD = 6 y DC = 8. Ademas, la longitud de la perpendicular
trazada desde "D" hacia el lado BC es 4; entonces, la longitud de la
altura del triangulo desde el vértice "A" al lado BC es:

moO®m>
N Oy 0 O 00

RESOLUCION:
Del enunciado, graficamos:

—_—1lG4 ]
Aplicamos semejanza de triangulos en:
AAMC ~ 4DHC

RPTA: E
4. En la figura, EF// AC. Calcular "x"
B
7
- F
2 14
A x s
A. 16
B. 15
C. 13
D. 19
E. 18
RESOLUCION:
Del grafico, aplicamos semejanza:
AABC ~ AEBF
7 9
14  «x
7x = 14(9)
~ x =18
RPTA: E

5. Se tiene un terreno triangular (tal como se muestra en la figura). Si
un jardinero coloca una malla, palalela a uno de los lados para plantar
dos tipos de flores y coloca una estaca en el punto "G" de la malla.
Determinar el valor del lado BC del terreno, si "G" es baricentro.
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B
x+4
MAL N
G X-5
(0
A C
A. 27
B. 14
C. 28
D. 21
E. 36
RESOLUCION:
Trazamos BH, como pasa por el baricentro la proporcién es de 2 a 1:
B
5 X+4
n
m A - N
1n X'5
= C
A H
AGBN ~ AHBC
Aplicamos semejanza:
2n _ 3n
x+4 2x—1
4x —2=3x+12
x =14

ComoBC = (x +4)+ (x —5)
~BC=2(14)—-1=27
RPTA: A

6. El grafico muestra el disefo de una escalera a escala 1:20. Calcular
el valor real de "x" (en centimetros) para que los peldafios sean
paralelos.

X+1 X+2

14 cm
16 cm
18 cm
20cm
15cm

moO®m >

RESOLUCION:
Para que los peldafios sean paralelos debe cumplirse el Teorema de
Thales:

L
- » L
7 .
x+1 x+3
x+2 x+5
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x+Dx+5) =x+2)(x+3)
x> +6x+5=x>+5x+6
6x—5x=6-5
x=1

La escala: 1: 20; significa que 1 cm, en el diseiio es 20 cm en la
realidad

~ El valorreal esde 20 cm

RPTA: D

7. La casa del profesor Meliton tiene forma de triangulo rectangulo
ABC (recto en B). Si se sabe que cuenta con una piscina cuadrada

PQRS inscrita, ademas se ubica PS en AC.
SiAP =20m.ySC = 80 m, calcular el lado de la piscina.

A. 30m
B. 40m
C. 60m
D. 50m
E. 70m

RESOLUCION:
Graficamos:

Tenemos que:

Los 4APQ y 4 RSC son semejantes:
x 80

20 «x
(20)(80) = x*
1600 = x?
V1600 = x
“x =40m
RPTA: B

8. En la siguiente figura, las longitudes AP y PB son proporcionales

a 10 y 4 respectivamente. Hallar "CR".
B

mooOw>
a0 B~ N W

RESOLUCION:
Sabemos por Teorema de Menelao:
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A [ C

a.b.c=m.n.#

Completamos datos en el grafico:

Aplicamos el Teorema de Menelao:
(10k)(a)(x) = (4k)(a)(6 + x)
10(x) = 4(6 + x)
5x =12 + 2x
3x =12
x=4
~CR =4

RPTA: C
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4.2 RELACIONES METRICAS EN EL TRIANGULO RECTANGULO

Si en un tridngulo rectangulo ABC, recto en C, se traza la altura h
relativa a la hipotenusa AB, observamos que:

Teorema de la altura: En todo triangulo rectangulo
el cuadrado de la longitud de su altura relativa a la
hipotenusa es igual al producto de las longitudes de

C las proyecciones. de los catetos sobre dicha
/ '\ | hZ =mn
b a

h Teorema del producto de catetos. En todo triangulo

rectdngulo, el producto de las longitudes de sus

Al—m—i n | B catetos es igual al producto de las longitudes de la ||
} c { hipotenusa y la altura relativa a dicha hipotenusa.
4.2.1 PROPIEDADES
a.b=c.h

PROPIEDADES

Teorema de la inversa de catetos: En todo triangulo
rectangulo, lainversa del cuadrado de la longitud de
la altura relativa a la hipotenusa es Igual a la suma
de las inversas de los cuadrados de las longitudes de
sus catetos.

Teorema de los catetos: En todo tridngulo rectangulo, el
cuadrado de la longitud de un cateto es igual al producto de
las longitudes de la hipotenusa y la proyeccién de dicho N
cateto sobre la hipotenusa.

a’=cn

b2 =c.m

1 1 1

h2 a2 b?

Teorema de Pitagoras: En todo tridangulo rectangulo, el

cuadrado de la longitud de su hipotenusa es igual a la suma PROBLEMAS Y EJERCICIOS RESUELTOS:
de los cuadrados de las longitudes de sus catetos.

1. En un triangulo rectangulo la altura relativa a la hipotenusa mide

. ... 5
2 cmy la hipotenusa mide 2 del valor de uno de los catetos. Calcular
la medida del otro cateto.

a’ + b? = ¢?
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A.1lcm
B.2cm
C.3cm
D.4cm h
E. 5cm
a
RESOLUCION: A H C
Graficando:
B A. 30°
37\ o
X 5 (?)
C o
9 C. 37
D. 53°
E. 60°
A H C
1 ]
' 5 : RESOLUCION:
2€ Del grafico se observa que:
Por el Teorema del producto de catetos;s, enel 4ABC: mAABH = mABCA =
c'x=2 bk

Simplificando la expresion:
x=25
~ La longitud del otro cateto es 5 cm.
RPTA: E

2. En el grafico mostrado, AH =3 cm,HC =% cm. Calcular la

medida del angulo "a".

Por el teorema de la altura en el 44BC:
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16
h? =3 -—
3
h=4cm
Por tanto, el AABH es notable y la medida del angulo "a" es 37°

RPTA: C

3. En un trapecio rectangular, la base menor y la altura miden 6 cm y
12 cm, respectivamente. Determinar la medida de la base mayor, si
la diagonal menor es perpendicular al mayor lado no paralelo.

A. 45cm

B. 28cm

C.30cm

D.40cm

E. 55cm

RESOLUCION:

Graficando:
B 6 C
A7 6 =H .
I x |

Con la diagonal menor del trapecio (AC) se forma un triangulo
rectangulo ACD

Por relaciones métricas en el AACD, aplicando el teorema de la

altura:
CH? = AH(HD)
122 = 6(x — 6)
24 =x—6
x=30cm

-~ La longitud de la base mayor del trapecio es 30 cm.
RPTA: C

4. La menor de las hijas de la familia Gutiérrez, sube a un tobogan;
pero el papa, preocupado por su seguridad, decide hallar la longitud
del tobogdn, asi como su altura. Para ello, mide con sus pasos la
distancia que hay desde el final del tobogan hasta un apoyo
perpendicular al piso (tal como se muestra en la imagen) y de ésta,
hasta el pie de la escalera, obteniendo en pasos 20 y 4
respectivamente.

Se sabe que el tobogan y la escalera son perpendiculares y que el
calzado del papa mide 26 cm. Calcular la relacién entre la longitud del
tobogan y su altura.
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A. V5
B. 245 5. Una hoja rectangular de papel, de 20 cm de ancho y 30 cm de
C. 5 largo, se dobla de tal manera que dos vértices opuestos coincidan.
D. 4 Calcular la longitud del doblez.
E. V6 20
C. ?\/ﬁ cm
RESOLUCION: D. XVI3cem
Como nos piden la relacion entre la longitud del tobogan y la altura de A
éste, podemos trabajar las medidas de estos en funcién de “pasos”. E. T V13cem
Graficamos: F. 1?0\/5 cm
o G. ?\/E cm
L RESOLUCION:
h Graficando:
,omo 30—m ;
I I 1
‘| E 5 Pg—F —u
— T | = N
Por el Teorema del cateto en el 4ABC:
Calculamos la longitud del tobogan: 20 /5 £
1> =20-24 S
I =430 -
Calculamos la altura del tobogan:
h? =420
b — 445 A P m B
Entonces, la relacion entre la longitud del tobogan y su altura es: } |
I 4V30 30
no 445 En la grafica RP representa a uno de los dobleces.
Por el Teorema de Pitagoras en el 4ADR:
"ﬁz‘/g (30 —m)? = 202 + m?
RPTA: E 900 — 60m + m? = 400 + m?
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25
m=3
Entonces RQ = 30 — 2m
RQ = 30 >0
B 3
RO — 40
¢=73

Por el Teorema de Pitagoras en el 4PQR:

40\2
x? = <?) + 202
1600 + 3600

32
, 5200
X5 =

9
~20V13

3
2013

x2

X

= La longitud del doblez es cm

RPTA: A

6. En el grafico mostrado, calcular AP, si DR = 8cmyRT = 2 cm,
ademas DQ = 5AQ
T

. 4cm
2cm
3,2cm
4,4 cm
5cm

moowp

RESOLUCION:
SeaAQ =a—- DQ =5ayDA = 4a

D 4a A a (Q

Por el Teorema de la altura en el 4DTQ:
RQ? = (RT)(DR)

b? = 2(8)

b=4
Los triangulos DRQ y DPA son semejantes, entonces:

X 4a
b 5a
4b
=73

4(4)

X="g

~x=32cm

RPTA: C
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7. A ambas orillas de un rio crecen dos palmeras, una frente a la otra.
La altura de una es el doble de la otra. La distancia entre sus troncos,
8 metros. En la copa de cada palmera hay un pajaro. De subito, los
dos pajaros descubren un pez que aparece en la superficie del agua,
entre las dos palmeras. Los pdjaros se lanzaron con la misma
velocidad y alcanzaron al pez al mismo tiempo. ¢A qué distancia del
tronco de la palmera mayor, que mide 4 m, aparecio el pez?

H Zm
4
. 4m
J. 3m
K. gm
2
L. 1—5m
6
RESOLUCION:
Graficamos:

Como llegan al mismo tiempo y van a la misma velocidad, entonces las
distancias hacia el pez son iguales (d)

En ambos triangulos rectangulos aplicamos el teorema de Pitagoras:
22+ (8—x)% =d?
42 4+ x2 = (d?
Igualamos ambas expresiones:
224+ (8—x)% =42 +x*
4+ 64— 16x +x2 =16 + x2

52 = 16x
13
X =—
. 13
-~ La distancia del tronco de la palmera mayor al pez es de - m

RPTA: A
8. Alvaro es un carpintero que disefia muebles creativos. Inspirado en

las piezas del tangram, ha disefiado un librero como se muestra a
continuacion:

80 cm

80 cm

Si Alvaro tiene planchas de melamina cuyo ancho coincide con la
profundidad del mueble que hara. Calcular la longitud de melamina
gue se requiere para el armazdén de dicho librero.

A. (360 + 200v2) cm
B. (300 + 80v2) cm
C. (600 + 80v2) cm

166




EP

RUNSA

Uit ieseas

D. (150 + 200v2) cm
E. (300 4+ 200v2) cm

RESOLUCION:
Graficando y completando:
A 80 B
&
P 40
(#)
80 QAF
%Q
@
g i 40
Vv /H
N
C 40 E 40 D

Tener en cuenta que al ser un tangram E y F son puntos medios de CD

y BD respectivamente.
Por el Teorema de Pitagoras en el 4ABC:
80% + 80% = CB?
CB =+6400 + 6400
CB =802
Como “O” es un punto medio:
CO = 0B = A0 = 40\2
Por el Teorema de Pitagoras en el 4EDF:
402 + 40 = EF?
CB =+v1600 + 1600
CB = 402
Como “H” es un punto medio:

EH = HF = 20V2

Entonces, como OHEG es un cuadrado, la medida de sus lados es 20V2
Finalmente sumamos todas los trazos:

Cantidad de melamina:
= 80(4) + 3(40v2) + 4(20V2) + 40
- Cantidad de melamina = 360 + 200v2 cm
RPTA: A
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4.3 RELACIONES METRICAS EN TRIANGULOS OBLICUANGULOS. 4.3.2 TEOREMA DE LAS PROYECCIONES
4.3.1 TEOREMA DE EUCLIDES
0 <90°; a <90°
PRIMER CASO
T =

B 8 < 90°

a2 =b%+c%2-2bm 0 > 90°

SEGUNDO CASO

0 > 90°

a’ = b%* + c? + 2bm

168



: sFRERRUNSA
Vs hueve lmagesn

4.3.3 TEOREMA DE HERON 4.3.5 TEOREMA DE LA BISECTRIZ (INTERIOR)

=ab—mn

e

2
h=2p—@-B@ -0

4.3.4 TEOREMA DE LA MEDIANA

.
e,
.
o
.
‘e
.
-
e
o
™
e
.
‘e

PROBLEMAS Y EJERCICIOS RESUELTOS:

b 1. En el grafico adjunto, si ABCD es un trapecio isdsceles, determinar
: : le”
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y ¢ 82 + 122 = 2x% + %
8 Efectuando:
64 + 144 = 2x? + 50
" y\10 208 = 2x2 + 50
. 158 = 2x2
79 = x?
12 ~x =79
RPTA: D
A D
A 7 2. En la siguiente figura, calcular el valor de “x”
B. V69
C. V89 i’
D. V79
E. 9
7m
RESOLUCION: Sl
Cémo ABCD es un trapecio isosceles entonces MBCN es también un =
trapecio isdsceles de donde BN = MC = 8 ——1
B C 4 — —
A.81m
B.1,5m
C.24m
D.3,2m
E. 1,4m

RESOLUCION:
De la figura, se tiene que:

A
Luego en el AMCD, por el teorema de la mediana:
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Sea “x” la proyeccién de AC sobre BD.
En el AABC, por el Teorema de Euclides:
72 =32+4+524+2-5-x
49 =9 + 254+ 10x
15 = 10x
“~x=15m

RPTA: B

3. Se tiene un cuadrante AOB, donde: A0 = OB = 3. Enel arco AB
se ubica el punto 04, el cual sera centro de una circunferencia cuyo
radio mide 2, y es tangente a BO en el punto “T”; ademas, un punto

de interseccién de dicha circunferencia al arco AB es “M”, luego se
traza O,H L MO (H € MO). Calcular MH.

A. 1/3
B. 7/3
c. 2/3
D. 4/3
E. 1

RESOLUCION:

*ll M
‘1‘ H
|
\ 3 0,
| /
| /
\ /
\ /
| /
\ 3 /f
A :
B
Graficamos: o T \
En el AOMO,, por el teorema de Euclides:
32=22+432-2-3-x
9=4+9—-6x
6x =4
o2
X = 3

RPTA: C

4. En el cuadrado ABCD de lado “a” unidades, se trazan los arcos BD

y AC con centros “C” y “D” (tal como se muestra en la imagen). Hallar

la longitud del radio de la circunferencia de centro “F”.

(Sean
“T","U" y " V" puntos de tangencia).
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RESOLUCION:
Trazamos los segmentos FD y FC:

En ADFC, por el Teorema de Euclides:
(a+x)>=(@a—-x)*+a*—-2-a-x
(a+x)?—(a—x)>=a*—-2-a-x

Por la Identidad de Legendre:

4ax = a® — 2ax

6ax = a?
6x =a
Y
..x_6

RPTA: C

5. En la circunferencia de diametro AB y centro “0”, se ubican los
puntos” C”y “D”, en el arco AB y el segmento AB respectivamente,
tal que, AB = 4(AD)y 2(AC)? + (OB)? = 144.

Hallar CD.

A.5
B. 6
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C.8
D.9
E. 10

RESOLUCION:
C

A n D g 0 2n B
Piden CD = x
Datos:
AB =4(AD)y

2(AC)? + (0OB)? = 144
Sea AD =n - AB = 4n
En el AACO, por el teorema de la mediana:
2
17+ (2n)? = 2x% + @
1 + 4n? = 2x% + 2n?
12+ 2n? =2x%..(I)
Del dato:
2(0% + (2n)? = 144
217 + 4n? = 144
12+ 2n?2=72..(II)
De (1) y (I)
2x% =72
X =6
RPTA: B

6. En un triangulo STU, los lados estan representados por 3 nimeros
enteros consecutivos. Si el dngulo mayor es el doble del menor,
calcular los lados del triangulo.

2; 3y4
5 6y7
3;4y5
4;5y6
7;8y9

mooOw>»

RESOLUCION:
Graficamos:

1/2 P
a

S$4=q/2

En ATPU, por el Teorema de Euclides:
1
(a+1)? =(a—1)2+(a—1)2+2-(a—1)-§

(a+1)?-(a-1)?=@-1?+(@-1)
4da=a*—-2a+1+a-1
a’?—-5a=0
a(a—5)=0
~a=75
Luego:
ST=4 NTU=6 N SU=5
RPTA: D
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7. En una semicircunferencia de didametro AC y centro " 0", se traza De (1) y (1N):

la cuerda AB y ademas BH 1 AC (H € AC), luego en BH se ubica x? —a? =m? —n?
"L", tal que (AB)? + (0OL)? — (AL)? = 36. Despejando:

Calcular el radio. x> =a’+m?—n?=36

Comparando con (l):
x? =36
~ Elradioesx =6
RPTA: D

monw>»
N O Ul s W

8. En un cuadrilatero ABCD inscrito en una circunferencia, las
prolongaciones de las cuerdas CB y DA se intersecan en "M", luego
RESOLUCION: se traza la cuerda CQ perpendicular a AD en "H". Si maBDC +
Graficamos: mAADQ = 90° y ademas (MC)(CD) —
(MA)(AB) = 64, hallar AC.

moow>
[ JEN e QNS IS

RESOLUCION:
Segun la condicion:
(MC)(CD) — (MA)(AB) = 64

Del dato: Nos piden AC = x

(AB)? + (0L)? — (AL)?* = 36 Por dato: m&BDC + m4AADQ = 90°
Es decir

a’? +m? —n? =36..()

Como el radio es OC = BO = x, entonces aplicamos el teorema de
proyecciones en el AABO:
x? —a? = (0H)? — (AH)?...(n)
Nuevamente aplicamos el teorema de proyecciones en el AALO
m? —n? = (OH)? — (AH)?...(I)
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Sim4BDC = a, entonces m4ADQ = 90° — «
Enel 4QHD: m4CQD = a
Luego:
Por angulo inscrito:
mCD = 2a y mACAD = m4CBD = a

También maBAC = m4BDC = « por la propiedad a cuerdas iguales
se oponen angulos iguales.
Se deduce que el A BCD es isOsceles y por ello:

BC =CD =n
En el AMAB, AC es bisectriz exterior.
Del teorema de la bisectriz (exterior)

x?> =mn—ab
Pero:

(MC)(BC) — (MA)(AB) = 64

Reemplazando:

mn —ab = 64
Igualando:

x? = 64
x =8
RPTA: E
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4.4 POLIGONOS 4.4.2 CLASIFICACION DE LOS POLIGONOS
4.4.1 DEFINICION 4.4.2.1. EQUILATERO
Es el poligono que tiene todos sus lados congruentes.

Poligono es la figura que resulta de unir tres 0 mas puntos no colineales
mediante segmentos de recta no secantes y ademds deben de estar
unidos en forma consecutiva y en cada vértice solo deben de concurrir
dos lados.

VERTICE

%

DIAGONALES

4.4.2.2. EQUIANGULO
BASE Es el poligono que tiene todos sus angulos congruentes.

Segun el nimero de lados, un poligono se llama:
Tridngulo 3 lados
Cuadrilatero 4 lados
Pentagono 5 lados
Hexagono 6 lados

Heptagono 7 lados
Octégono 8 lados

Nondgono 9 lados 4.4.2.3.REGULAR
Decadgono 10 lados Es el poligono que tiene sus lados y dngulos respectivamente
Endecagono 11 lados congruentes. Todo poligono regular puede ser inscrito y circunscrito a
Dodecagono 12 lados dos circunferencias que tienen el mismo centro.

Icosdgono 20 Lados
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Centro

ALK

|Radio
Angulo Apotema|
central
4.4.2.4. ALABEADO 4.4.3 PROPIEDADES
Es el poligono que tiene sus lados contenidos en diferentes planos. 1. En todo poligono el nimero de lados es igual al nimero

de vértices e igual al nimero de angulos.

ow_n

2. En todo poligono, de “n

lados, desde cada vértice, se _3
pueden trazar (n—=3) D= n(n—)
diagonales. 2

> El nimero total de diagonales
Q es:

3. La suma de las medidas de los
angulos interiores es:

S; = 180°(n — 2)

4. En todo poligono convexo, las medidas de los angulos
exteriores, uno por vértice, suman 360°
5. La medida de un angulo

. i 360°
4.4.2.5 ESTRELLADO central en un poligono regula es: c= -

Es el poligono que se origina al prolongar los lados de un poligono
convexo. El pentdgono es el poligono estrellado de menor nimero de
lados.

Hexagono alabeado ABCDEF (AD es una diagonal)
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6. En poligonos equiangulos, N
cada angulo interior mide: — 180°(n — 2)
n
7. En poligonos equiangulos
. i . 360°
cada angulo exterior mide e =
n

8. En un poligono estredo, los angulos interiores suman:
180°(n — 4), y los exteriores 720°.
9. El numero de diagonales medias:
nn-—1)

2
10. El nimero de diagonales que se pueden trazar desde
vértices consecutivos.

fv(n) —

DM=

w+1DWw+2)
> }

PROBLEMAS Y EJERCICIOS RESUELTOS:

1. En un poligono equiangulo la medida de su angulo interior es el
triple de la medida de su dngulo exterior. Calcular el nUmero de lados.

A. 10

moow
[eX) 3N I e o JiNe}

RESOLUCION:
Sea “n” el numero de lados

Por dato: m«i = 3(m<e)
Se sabe: m<«i + m<e = 180°
Reemplazando:
3(m<xe) + mxe = 180°
m<e = 45°

En los poligonos equidngulos se cumple:

360°
m<e =
360°
45° =
n
n=3~8

RPTA: C

2. En cierto poligono se cumple que el nimero de diagonales excede
en 25 al numero de vértices. ¢ Cuantos lados tiene el poligono?.

F. 10

G. 20

H. 5

. 16

J. 14

RESOLUCION:

Sea “n” el nimero de lados del poligono

Por dato: N°D = N°V + 25
Se sabe: N°D = N°V

Entonces:
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n(n—3)
2
n?—3n=2n+750

n?—-5n—-50=0

=n+25

Factorizando:
(n—=—10)(n+5)=0
Luego se cumple:

n =10
RPTA: A

3. En un poligono convexo se multiplica por 5 a su niimero de lados, y
a sus diagonales se multiplica por 35. Cudntas diagonales tiene el
poligono?

A. 20

B. 27

C.35

D. 44

E. 14

RESOLUCION:
Por condicion:

N° lados N° diagonales
P. Inical n n(n—3)

2
P. Final 5n 5n(5n — 3)

2

Luego se cumple:

5n(5n — 3) B 35n(n — 3)

2 B 2
5n—-3=7n-21
n =
Finalmente:
. 9(9 —-3)
N°D = >
N°D = 27

RPTA: B

4. En un poligono equidngulo se cumple que las medidas de un angulo
interior y un angulo exterior son entre si como 4 es a 1. Calcular el
numero de diagonales.

A. 15
B. 25
C. 35
D. 45
E. 30
RESOLUCION:
Graficando:

40
40

Entonces se cumple:
6 + 460 = 180°
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a
Luego: A P
360°
m<e = a a
n
360°
= 36° C
n
n =10 a a
10(10 -3
N°D = —( )
2 E a D
N°D = 35
RPTA: C Sea "a" el lado del hexagono
Para el hexagono se cumple:
5. En un hexagono regular ABCDEF, se prolonga los lados AB y DC, ) n==6
los cuales se intersecan en “P”, si se cumple: PB + PC = 10. Calcular Entonces el perimetro: 5 W
el perimetro del hexagono. . . > R4
El angulo exterior del hexdgono
A.27u o
360
B.28u m<e = = 60°
C.30u Completando el grafico:
D.32u
E.35u a
RESOLUCION:
n = es el namero de lados a
Graficando:
a
E a
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Del grafico se concluye que: APBC equilatero: BP = BC = PC =a

E
Luego por dato:
PB + PC =10
-a+a=10
2a =10 R
a=>5
Calculamos el perimetro:
2p = 6a
2p = 6(5) = 30
~2p=30u
RPTA: C
Por dato:n =5
6. En el manto de un Rey precolombino, la filigrana estd conformada o 180°(n — 2) - 180°(5 — 2)
de poligonos pentagonales, una de las figuras es el pentagono mat = n B 5
ABCDE, en su interior se ubica el punto “P” de tal manera que el m<i = 108°

tridangulo PBC es equilatero. Calcular la medida del menor angulo g

. 4 5 & Trazando DQ y EAQ
formado por la prolongacion de los lados EAy DP.
A. 25°
B. 30°
C.36°
D.37°
E. 28°

RESOLUCION:
Al graficar se tiene:
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APCD isésceles
m<IPCD = 48°
mxCPD = maPDC = 66°
~ mIPDE = 42°
AQDE
x + 108° + 42° = 180°

x = 30°
RPTA: B

«“ ”

7. Se tiene un poligono regular llamado WALDIR ..., de “n” lados si
WI y AR, forman angulo de 160°. Hallar el nimero de diagonales de
este poligono.

A. 135

B.120

C.118

D.75

E. 105

RESOLUCION:
Graficando y trazando las diagonales: W1 y AR

mIWQR = 160°
mIAQW = 20°
Por propiedad se cumple:
AR//LI « mxWIL = 20°
mIWIL = miPAL = 20°

360°
me =
n
360°
me = = 20°
n =18
Luego:
18(18 —3
N°D = —( )
2
~ N°D =135

RPTA: A
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8. Se tiene un indalo en forma de hexagono regular ABCDEF, sobre
el lado AB, se construye el cuadrado ABHI. Calcular: m<FME, si
“M” punto medio de EI.

A. 30°

B. 36°

C. 40°

D. 45°

E. 48°

RESOLUCION:
Graficando de acuerdo a los datos:

Si: "2n" es el lado del hexagono, también sera el lado del cuadrado.

Hallando la medida del angulo interior:

180°(n —2)  180°(6 — 2)

m<i =

n N 6
m<xi = 120°

AAFE isdsceles

AFQE, notable: 30° y 60°
FQ=n ; QE=nV3

Como “M” es punto medio de IE, luego se cumple:

IE = 2n + 2nV3

2n + 2nvV3
= ————=n+n/3
2
Luego: MQ =n,y 4 MOF, notable de 45°
sx = 45°

RPTA: D
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4.5 CUADRILATEROS Un caso particular es el trapezoide simétrico, donde una diagonal es
4.5.1. DEFINICION su eje de simetria, también se le llama trapezoide BISOSCELES O
Son poligonos de cuatro lados, estos pueden ser convexos, no CONTRAPARALELOGRAMO.

convexos, equilateros, equiangulos, etc.

. J

4.5.2.1.1. PROPIEDADES:
Recuerda que:

En todo cuadrilatero la suma de sus angulos internos es 360°

1) En el trapezoide ABCD, H, G, F y E son puntos medios.
4.5.2. CLASIFICACION

45.2.1. TRAPEZOIDES:
Los que no tienen ningun par de lados opuestos paralelos

C

Entonces HGFE es un paralelogramo.

A D 1)} En el trapezoide, el angulo formado por dos bisectrices
interiores opuestas es:
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1)

V)

En el trapezoide, el angulo formado por dos bisectrices

B=a

2

Wiee

interiores consecutivas es:

o)

X ==

B
a
o+ P
2

En el trapezoide, se cumple (l)

2
v

4.5.2.2. TRAPECIO
Es el cuadrilatero que tiene un par de lados opuestos paralelos, dichos
lados son las bases del trapecio.

ELEMENTOS:

AG : Altura

EF : Mediana

BD; AC : Diagonales
AD//EF//BC

BC : Base mayor
AD : Base menor

4.5.2.2.1. CLASES:

1) TRAPECIO ESCALENO
Es aquel en el que su par de lados opuestos no paralelos tienen
diferente medida.
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Es aquel trapecio, en el que un lado no paralelo es su altura, tienen dos

A D angulos rectos.
[ > D
AB #= CD

AB : Altura

1)} TRAPECIO ISOSCELES
Es aquel trapecio, en el que su par de lados opuestos no paralelos

tienen igual medida. 4.5.2.2.2. PROPIEDADES

I) En todo trapecio, la longitud de la mediana es igual a la semisuma de
las longitudes de sus bases.

B (o}
M N
AB = CD A D
m<y = m«4
AD + BC
] MN= —F—F—
) TRAPECIO RECTANGULO 2

186



: sFRERRUNSA
Joolloolozs IIFASE2025)

II) En todo trapecio la longitud del segmento que une los puntos m<<a+ m<P = 180°% mky + mxd = 180°
medios de sus diagonales es igual a la semidiferencia de las longitudes
de sus bases. 4524, ROMBO

B C

_AD - BC

=
4.5.2.3. PARALELOGRAMO
Es aquel cuadrildtero que tiene sus lados opuestos paralelos vy
congruentes respectivamente. También se le conoce con el nombre de
ROMBOIDE.

PROPIEDADES

AB =BC= CD = AD
m<a = mif; myy = mid

4.5.2.5. RECTANGULO
Tiene dos pares de lados opuestos de igual medida y paralelos, sus
diagonales son congruentes y sus cuatro angulos interiores son rectos.

A

PROPIEDADES
m<a = mLy; mLP = mAS
AB = CD

AD =

()‘
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7 B+2a
75° 28— «a
A

A b D

A. 105°
B. 82°
C.74°
4.5.2.6. CUADRADO D.70°
Tiene sus cuatro lados congruentes y paralelos, sus diagonales tienen E. 58°
igual medida y son perpendiculares y determinan dngulos con los lados,
cuya medida es de 45°. RESOLUCION
Como BC//AD, entonces ABCD es un trapecio.
C
j 90° 90° B c
7o B+ 2a
90
90° 90°
- 75° 28—«
A D
A 90 90° B

Por propiedad en el trapecio:

PROBLEMAS Y EJERCICIOS RESUELTOS:
75° + 7a = 180°

1. En la siguiente figura: BC//AD, calcular el valor de "o + B". 7a = 105°
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a=15° - a=15°..(])

Por propiedad en el trapecio:

B+ 2a+ 23 —a=180°

38 +a=180° ...(II)

Luego, reemplazando (I) en (II):

38 + 15° = 180°

38 =165° - B =55°
Nos pide:

~a+ B =15°+55°=70°

2. Si ABCD es un romboide. Calcular su area.

B C

45°
37°

A. 110 m?
B. 182 m?
C. 174 m?
D. 170 m?
E. 168 m?

RESOLUCION

EPRUNSA

T —

En la gréfica, las diagonales AC y BD se bisecan en "0" y observamos
los tridngulos rectangulos notables de (37° — 53°) y (45° — 45°):

C

=12 m

B
.\'0“" 53
0
)
Q o
Al 6m45
37°
A E D F
: 8m — 6 m—

RPTA: D

AOED: notable de 45° y 45°:
ED=6m

AO0EA: notable de 37° y 53°:

AE =8m
A0 =10m
Luego: AD =14 m

Trazamos la altura CF:

CF=h
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AAFC: notable de 37° y 53°:

AC =20m
h=12m
Calculamos el 4rea del paralelogramo:
A=14(12)

~ A =168m?
RPTA: E

3. Una mesa de trabajo tiene la forma del romboide ABCD (como se
muestra en la figura), si AD = 1,4 m y CD = 0,8 m. Hallar la altura
del trapecio ABED, si su drea es 0,7 m2.

B E

A. 60 cm
B.70 cm
C.55cm
D.67 cm
E.75cm

RESOLUCION:
En la grafica, como las bases del trapecio ABED son paralelas,
completamos los angulos (por propiedad de angulos alternos internos):

Al
1,4m

Luego, en el tridngulo isdsceles ECD:
EC=CD = 08
Luego:
BE =14-08=0,6

Se sabe que el drea del trapecio es:

B+b
a=(=5)n
Por dato:
A =0,7m?

Reemplazando:

1,44+ 0,6
or (14408,

0,7 = (1h
h=07m

~h=70cm
RPTA: B

4. Un parque de juegos con una fuente de agua con forma de trapecio
(como se muestra en la figura), tiene un drea igual a 90 m? y la altura
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del triangulo ABN relativa al lado AN es igual a 6 m. Calcular la
longitud de la base menor del trapecio.

A 8 N 10 D

Por triangulos isdsceles:
AN =8 A ND =10

A.13m ) l ; .
Aplicamos la férmula de area del trapecio:

B.12m
C.14m 1% 0y,
D.17m %
E. 15m Por dato:

A =90 m?
RESOLUCION: Reemplazando:
Se sabe que las bases de un trapecio son paralelas, luego 90 — (18 ¥ x)
completamos los dngulos, aplicando propiedad de dngulos alternos 2
internos. 90 = (18 + x)3

30=18+«x
~x=12m

RPTA: B

5. Un granjero tiene un campo rectangular cuyo ancho es 6 m menos
que el largo. Calcular el perimetro de su campo, si su area es de
315 m>2.

A.70m
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B.82m
C.72m Calculando su perimetro sera:
D.90m 2p=2(x—6+x)
E.24m 2p =2(21—-6+21)
< 2p =172
RESOLUCION:
Graficamos: Por lo tanto, el perimetro del campo es 72 m.
RPTA: C
| x |
T 6. Un agricultor tiene una parcela de tierra con forma de trapecio
) ABCD, cuyas longitudes de sus bases son 7 metros y 13 metros, la
' altura es 10 metros. También se sabe que "P" y "Q" son puntos
= medios de las diagonales. Si se divide la parcela, como se muestra en
1 la grafica. Calcular el area de la region APQD.
: L :
B C

El area del campo sera:

A=(x—-6)(x)
A=x?—6x AN

Por dato:
A = 315 m? e {

Reemplazando: | 13 :

315 = x? — 6x A. 28 m?

0=x%—6x—315 B. 38 m?

Factorizando: C. 40 m?

0 = (x — 21)(x + 15) D. 82 m?

E. 48 m?

x—21=0 Vv x+15=0
x =21 v x=-15
Se descarta x = —15, porque la longitud es positiva, entonces:

RESOLUCION:
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Como "P" y "Q" son puntos medios de las diagonales, entonces se
cumple por propiedad:

AD — BC
PQ="——

' 13

Luego, se tiene el area del trapecio:

AD + PQ
AAPQD = <—2 )h

13+ 3
AAPQD:< 2 )5

AAPQD = 8(5)

x AAPQD =40 mz
RPTA: C

7. El escenario de un teatro tiene la forma de un trapecio ABCD tal

que:
m4A _ m4B _ m4C _ m4D
3 5 6 2’
con una base frontal mas ancha que la base trasera. Si la base frontal
mide 12 metros y la base trasera 8 metros. Calcular el area del

escenario. (Ver Figura).

3v2

A
A.20 m?
B. 30 m?
C. 40 m?
D. 50 m?
E. 60 m?

RESOLUCION:
Completando el grafico con los datos del problema:

5a

3a 3 2a
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Hacemos que:

B
mgA m4zB  mzC m4D a
3 5 6 2 ¢
Luego, tenemos:
44 =3a; <B =5a; <C =6a; <D =2a a
D
Por la suma de los angulos interiores en el trapecio: A
3a + 5a + 6a + 2a = 360° A.2(5++7) cm
B.2(9++V13)cm
16a = 360° ( )
C.2(3+vV13) cm
a =122,5° D.2(5+V13) cm
Reemplazando, se observa que ACED es un triangulo rectangulo E. 2(9 + \/7) cm
notable de 45° — 45°:
h=3 RESOLUCION:
Completamos el grafico con los datos:
Luego, calculamos el area del trapecio: 4
AD + BC ' C
Appep = (T)h
12+ 8
Appep = ( 2 )3

Aupep = 10(3)

O AABCD == 30 m2

RPTA: B

8. El diseiio de un envase para un Tetrapak tiene forma de trapecio,
(como se muestra en la grafica). Calcular el perimetro de dicho Por congruencia de los triangulos AABC y ACDE:
Tetrapak, si BC = 4 cm vy el drea es 36 cm?. ED = 4cm
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Ademas, BC//AD entonces AACD es isésceles:
AE = 4cm

Como el drea del trapecio es 36m? reemplazamos:

B+b
Appep = (T)h
At (8+4>h
I V-
36 = (6)h
~h=6cm

En el tridngulo CED, por Pitdgoras hallamos CD:
CD? = 4% + 62
=52 = 2//13 em
Por lo tanto, el perimetro del trapecio sera:
P=8+6+4+2V13
P=18+2V13

P = 2(9 + \/1_3) cm
RPTA: B

195



EPRUNSA

Loeasezos Uplemlmm wamEwATca

4.6 SISTEMAS DE MEDIDAS ANGULARES - CONVERSION

4.6.1. SISTEMA SEXAGESIMAL (S)

Denominado también sistema inglés. Este sistema se obtiene al dividir
al dangulo de una vuelta en 360 partes iguales, a esta unidad se le llama
grado sexagesimal, teniendo que:

una vuelta
N 360

En consecuencia:
una vuelta = 360°

Las subunidades son el minuto sexagesimal (1)y el segundo
sexagesimal (1").

Las equivalencias son:
1 vuelta = 360°
1° = 60’
1" = 60"

4.6.2. SISTEMA CENTESIMAL (C)

Denominado también sistema francés. Este sistema tiene como unidad
a un angulo que se obtiene al dividir al angulo de una vuelta en 400
partes iguales, a esta unidad se le llama grado centesimal, teniendo
que:

una vuelta

19 =
400

En consecuencia:

una vuelta = 4009

Las subunidades son el minuto centesimal (1™)y el segundo
centesimal (15).

Las equivalencias son:

1 vuelta = 4009

19 =100™
1™ =100°
19 =10 000°

4.6.3. SISTEMA RADIAL O CIRCULAR (R)

Denominado también sistema circular o también sistema
internacional. Este sistema tiene como unidad a un dangulo cuyo vértice
estd en el centro de una circunferencia y que subtiende a un arco cuya
longitud es igual al radio de dicha circunferencia.

Unidad: 1 rad.
En consecuencia:
una vuelta = 2w rad

4.6.4. RELACION NUMERICA ENTRE LOS SISTEMAS DE MEDIDAS
ANGULARES

Equivalentemente:

S C R
180 200 =
También:
s C
9 10
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S —
180 =
C R
200 T

PROBLEMAS Y EJERCICIOS RESUELTOS:

1. Siendo “S” y “C” los sistemas sexagesimal y centesimal
respectivamente. Reducir:
55 - 2C

- Cc-S
A.5
B. 15
C.18
D. 25
E. 32

RESOLUCION:
Dado que:
s _C {S = 9k
—=—=k -
9 10 C =10k

Reemplazando en la expresion pedida:

~ 5(9k) —2(10k) 25k
 10k—-9%k  k

A =25
RPTA: D

2. Si el angulo “a” mide 30920™. ¢Cudl es su medida en el sistema
sexagesimal?

A.12,4°
B.27,18°
C.32,45°
D. 42,27°
E. 72,36°
RESOLUCION:
Como:
19 =100™
Se tiene que:
19
= g20m = g m
a = 30920 309 + 20 10om
a = 30,209
30,209 y
£ 109
i = 2918
RPTA: B
3. Simplificar:
21tC + %nS + 80C
B =
C + 60R

Donde: S, Cy R son los sistemas de medidas angulares sexagesimal,
centesimal y circular respectivamente.

A.0
B.1
C.2
D.4
E.5
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RESOLUCION:
Dado que:
P c S =9k
R C =10k
20 - 20
Reemplazando en la expresion pedida:
2
2nC + gnS + 80R
B =
) mC + 60R
B 2m(10k) + 5m(9k) + 80(55 k) 26wk
m(10k) + 60 (55 k) 13k
s B =#

RPTA: C

4. Si los siguientes angulos:
M =12x°y N = 10(7x — 5)9
Son suplementarios. Determinar la medida del menor angulo.

mooOowpP
U p WN R

RESOLUCION:
Como My N son angulos suplementarios, se tiene que:
12x° + 10(7x — 5)9 = 180°
12x° + 10(7x — 5)9 = 180°
x°+10(7x —5) 109
12x° + 63x° — 45° = 180°

75x° = 225°
_ 225
ST
x =3

RPTA: C

5. Si los numeros que representan la medida de un angulo en los
sistemas sexagesimal y centesimal son nimeros consecutivos.
Calcular la medida del angulo en el sistema sexagesimal.

A.9

B. 10
C.30
D. 42
E. 55

RESOLUCION:

Por dato Sy C son numeros consecutivos, tendran la forma:
S=k

C=k+1

Luego: C —S =1

Reemplazando la equivalencia, se tiene:

105 S=1
5 =

15—1
9 =
~5=9

RPTA: A

6. Si la diferencia de los resiprocos de los numeros de grados
sexagesimal y centesimal de un mismo angulo es igual a su nimero
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de radianes que contiene el angulo dividido por 207. Calcular el valor

de dicho angulo en el sistema radial. 7. De la siguiente figura, calcular:
10x + 9y
V10
A=y 30
B. ”*/_
TL’\/_ . xo
C. 10
D.2m y9 . ‘n d
E. 57 3Ta
RESOLUCION:
Por dato:
1 = R
sTe-zon ™
Sabemos que: 2 -3
B
%zl_c():%_) 2(;TOR D. 4 200
20 = E. 6 000
s
Reemplazando en (*), se tiene:
. ¥ R RESOLUCION:
180R _ 200R ~ 207 Del grafico, se tiene que:
T
L(l_i>:i x°+y9 +37ad = 360°
20R\9 110 20T o p 9o N T p 180° 360°
X —1ra =
2 (%) = R? 3;0 109 "3 " 1rad
R=—t___" x° + =5y +60° = 360°
Vo0 3v10 9o
x° + Ey = 300°
. g V10 10x+9 _ 00
30 10 -

RPTA: A
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~ 10x + 9y = 3000

RPTA: C

8. Si Arepresenta 1/600 parte de un grado centesimal y B, 1/200 parte
de un radian, hallar A/B.

A. 21

B.6

RESOLUCION:

Por dato:
A= ﬂ v B — 1rad
600 200

Convirtiendo al sistema radial:
19 =« rad T rad

~ 600 2009 120 000

Nos piden calcular:

T rad
120000
B 1lrad

200

T

600

[ >

SVl N

RPTA: D
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4.7 RAZONES TRIGONOMETRICAS EN EL TRIANGULO 1. El valor numérico del area de un triangulo rectangulo ACB, recto
RECTANGULO en "B", es igual a 18sen Asen C u?. Calcular la hipotenusa del
triangulo.

Dado el tridngulo ABC, recto en “B”, segun la figura, se establecen las

siguientes razones trigonométricas para los angulos complementarios A 6u
“a" y "B": B. 4 u
A C. 3u
D. 5u
E. 25u
c b
o RESOLUCION:
B C .z ) .
a Sea el triangulo rectangulo ACB:

Cateto opuesto Hipotenusa
Hipotenusa Cateto opuesto
b
Cateto adyacente Cateto adyacente
Hipotenusa Hipotenusa
O

A c B
Cateto opuesto Cateto adyacente ~ ¢
Cateto adyacente Cateto opuesto De la grafica:
A ca
rea = —
2
¢ ata Cctaasem csco b
seng = —,cosa = —, ==, ==, ==, == .
b p' e a 9 C o p Por dato:
b>ecb>a b? = a? + c? Area = 18 sen A.sen C
ca
- > =18 sen A.senC
PROBLEMAS Y EJERCICIOS RESUELTOS: as /C
ca =36 (—) (—)
b/ \b
ac
ca = 36ﬁ
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ac
b? = 36—
ca
b - ﬁ
= La hipotenusa mide 6 u 3x
RPTA: A
2. Sea ABC un triangulo rectiangulo de hipotenusa AC . Se ubica el X - o
punto "D" en el cateto BC, de modo que, L =3.Sim<DAB =ay B c A
m<ACB = f, hallar el valor de ctg « - ctg B Piden hallar:
AB\ (CB
ol ety b= (35) (35)
B. 4 ctga-cty b =\5p)\4B
C.3 CB
tga-ctgf =—=
D. 2 ctga-ctgp = g-
4x
E- 5 ctga-ctgﬁz?
RESOLUCION: ~otgacctgf =4
RPTA: B
Del enunciado:
CcD 3. En un tridangulo rectangulo ABC, recto en "A", de area 0,5 m?,
DB 3 calcular: ) /
CD 3x (AC)* (AB)
DB «x tgB  tgC

Graficamos segun los datos:

vl

moowp
B W N R O

RESOLUCION:
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B
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A

Por el teorema de Pitagoras:

a? = b? +c%.(1)

Por dato:

A —05—1
rea =0, =3
A _bc
rea—2

bc 1
- — ==

2 2

bc =1

Piden calcular:
AC? +ABZ b? c?

tg BowtgeGer™b = C
b

c2

AC* AB? b’ b

th+th b * c

ACY +A—Bz=bc+cb
tgB tgC
AC?
tg B

+—=1+1
g

RPTA: C

e n " V4 . 1
4. Si "0" es un angulo del primer cuadrante, tal que, tg 0 = P Hallar

el valor de:
tg0+ctgO+2 cos@
T =37 -
\] tg0 +ctg 0 2

A.5
B. 4
C. 6
D. 3
E. 2
RESOLUCION:
Del enunciado:

tg 0 = 1

9% =%

] V37

7]
6

Hallamos la hipotenusa:
2
12 + 6% = (V37)
V1 + 62 =+/37

Hallamos T':

pAOK]
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tgl +ctgl+2 cosb

T =+37

V37 \[ tg0 +ctg 0 2
1 6
g+6+2 J37

T =37 -
1 2
6+6

9 3
T=V37| |=——=
i
7 3
T =37 (= - =)
37 37
4
T =37 (=)
37

RPTA: B

5. Las longitudes de los lados de un rectiangulo de area 108 m? se
diferencian en 3 metros. Hallar el producto de la menor razén
trigonomeétrica del angulo formado por la diagonal y uno de los lados;
y la cotangente del mayor angulo agudo.

A. 3/10

B. 9/20
C. 2/3
D. 4/5
E. 5/4
RESOLUCION:
Graficamos seguln los datos:
B
g (4}
A [
b C
Del enunciado:
Area = 108
a'b = 108...(1)
La diferencia es 3:
b—a=3
b=3+a..(2)

Sustituyendo en (1)

a(3+a) = 108

a’+3a = 108
a’+3a— 108 =0
(a+12)(@a—-9) =0

a+12=0
a = —12... (no corresponde)
a—9=0
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-»a=9
Sustituyendo en (2)
b=34+9
-b=12
Por Pitagoras:
c? = 122492
2=144+81
c% =225
-»c=15

Completamos datos en el gréfico:

B
c =15
a=9
A
b=12 C
La menor razén trigonométrica sera:
= A 9 X 3
TR
La ctg del mayor angulo agudo sera:
‘1o B = a 9 3
95Ty 1271
3 3 9
754720

=~ El producto es 9/20

RPTA: B

6. Alicia quiere saber la edad del hermano de su mejor amiga y cuando
le pregunta, ella responde: “la edad de mi hermano es, el seno del
mayor de los angulos agudos de un triangulo rectangulo multiplicado
por (tg 6 + csc a)(sec a)". Se sabe que, en dicho tridngulo
rectangulo las medidas de las longitudes de sus lados son 8;x +
5;x+7.

¢Cual es la edad del hermano de la mejor amiga de Alicia?

3 ainos
12 afios
7 anos
4 anos
6 afos

moow>»

RESOLUCION:
Graficamos segun los datos:

x+7

x+5

Por teorema de Pitagoras:

(x+7)?%=(x+5)?+8?
x% 4+ 14x +49 = x*> + 10x + 25 + 64

4x =89 —49
40
=7
x =10

205



L.CJBEPRUNSA
(nease202s \Umolomlmgms 0 MATEMATICA]

Completamos el tridngulo con los datos hallados: RESOLUCION:
Graficamos seguln los datos:

g
17 ’
8
f C
a
15
— El dngulo mayor es 6: A b c
e, 15
Senv =1- Del enunciado:
Piden hallar: sen A+ sen B - 3
(sen 0)(tg 0 + csc a)(sec a) san Al— seft BIs 2
<1_5) (E+£> (H) :g:L} 2sen A+ 2sen B = 3sen A — 3sen B
17/\8 =~ 8 /\15 8 S5sen B = sen A
-~ La edad es 4 afios b
a
RPTA: D 5 <—> ==
c c
7. En un triangulo rectangulo ABC, recto en “C”, se cumple que: & -’
senA+senB 3 Piden hallar:
senA—senB 2 a,b
Calcular el valor de: tgA+tgB _p"a
tgA+tgB ctg A b
i S a
ctg A 5b b
tgA+tgB T t5p
A. 26/25 ctgA b
B. 25 5b
C. 26 5 1
D. 13/9 tgA+th: +§
E. 13/4 ctg A 1
5
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tgA+tgB
ctgA

m|>—x|u1|lg\’

tgA+tgB
ToctgA
RPTA: C

8. Sea ABC un triangulo rectangulo, recto en B. En la hipotenusa AC se
ubica el punto “D”, de tal forma que, BD = BC y en la prolongacion
de BD se ubica el punto "E", tal que, mXAEB = 90°. Si AE = 3 cm
y la distancia de “D” a BC es perpendicular y mide 6 cm .
Calcular

AC

AD
/3
/2

moo >
=W wN

0/3

RESOLUCION:
Grafiquemos segun los datos del enunciado:

En los tridngulos rectangulos AED y DPC:

senf = —

3 6

y
6x

y==

-y =
Nos piden hallar:
AC

AD

AC

AD

AC
AD
AC

3
2x

x+y
X
X+ 2x

X
3x

“AD

RPTA: D
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5 LA TRIGONOMETRIA COMO LA CIENCIA DE LAS
RELACIONES ENTRE LINEAS Y ANGULOS

5.1 RAZONES TRIGONOMETRICAS DE TRIANGULOS
RECTANGULOS NOTABLES

CAPITULO V
TRIGONOMETRIA

TRIANGULOS RECTANGULOS NOTABLES EXACTOS

o , . N\ I
La trigonometria es la parte de la matemadtica que se

encarga de estudiar y medir los triangulos, las relaciones 30° 2k

entre sus angulos y lados, y sus funciones trigonométricas k3

deseno, coseno, tangente, cotangente, secante y cosecante.

60°

Razones trigonométricas: Teorema de Pitagoras. Definicidn k
de cateto opuesto y de cateto adyacente. Uso de la
calculadora. Problemas del observador: Angulo de elevacién

Q angulo de depresién. /
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TRIANGULOS RECTANGULOS NOTABLES
APROXIMADOS
|

37° o
5k 16 25k
4k 24k
53°
3k
8 5vZk
7k
82°
k
4k
(V6 +V2)k
(6 -V2)k

PROBLEMAS Y EJERCICIOS RESUELTOS:

1. Miguel le pregunta a José, écuadl es tu edad? Y José le indica que su
edad justo coincide con el valor de E = 10Q. Hallar la edad de José
si:

__sec53°-ctg 60° + sen37° - sen 60°

(csc?45° —1)tg 60° — %csc 60°

A. 11 anos

B. 17 anos
C. 7 anos

D. 13 afnos
E. 10 aios

RESOLUCION:
De
__sec53°-ctg 60° + sen 37° - sen 60°

(csc? 45° — 1)tg 60° — %csc 60°

Por triangulos notables, se tiene:
\/—
5H %)
((F)-2)(F)-363

5 33
g=—3v3 10
V3 2
@ 1>(1) i
50 + 27 77 77
_30v3  _ 30vV3 _ 3043
Q‘@_ 2  9-2_ 7
33  3V3  3V3
11
=1

Finalmente, la edad de José es E = 10 * 1—(1) = 11 afnos.

RPTA: A
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2. La temperatura en grados Celsius en China justo el dia de hoy
coincide con el valor de T, determinar dicha temperatura, si se sabe
que:

T = 6tg*(3y — 18°) — 4ctg*(y + 29°)
Ademas, se cumple:
sen (4y + 10°) - tg (3y + 30°) - secy = ctg (60° — 3y)

. —2°C
7°C
—9°C
. 11°C
3°C

moo®p

RESOLUCION:
De
sen(4y + 10°) - tg(3y + 30°) - secy = ctg(60° — 3y) ...1

Se ve que (3y + 30°) + (60° — 3y) = 90°
- tg(3y + 30°) = ctg(60° — 3y)
En I, se tiene:
sen (4y + 10°)-secy = 1
Pero secx = csc(90° — y), entonces:
sen (4y + 10°) csc (90° —y) =1
— 4y +10°=90° — y
- 5y = 80°
->y=16°
Nos piden:
R = 6tg%(3y — 18°) — 4ctg* (y + 29°), reemplazando el valor de y.
R = 6tg?(3(16°) — 18°) — 4ctg*(16° + 29°)
R = 6tg?(30°) — 4ctg*(45°)

2

RPTA: A

3. La edad promedio de los niiios que atendié un Pediatra, en una
semana de octubre, fue de “M” afios. Sabiendo que, "a" es agudo y
ademas, tg a = sen 30°, ¢écual es dicha edad promedio, si: M =

4sec’a + ctg a?

A. 6 anos
B. 8 afnos
C. 9 anos

D. 7 anos
E. 5 afios

RESOLUCION:
Si determinamos "a" a partir de :
tg a = sen30°
1

tga ==
ga=3

Aplicando el Teorema de Pitdgoras:
x2=22+1?
x2=4+1
x =5
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Ahora determinamos M:

M = 4sec’a + ctg a
2

5\ 2
M=4<7> +I
_ 5
M_4(Z)+2
M=5+4+2=7

La edad promedio de los nifios es 7 afios.
RPTA: D

4. El numero de dias que se necesita para elaborar una chompa
artesanal es “L”, que resulta de simplificar la expresion:

_ cos45°csc30° sec45°
~ tg 45°.cos 60°.tg 74°.tg 16°
¢Cuantos dias se necesitan para elaborar una chompa artesanal?

A. 2 dias
B. 4 dias
C. 6dias
D. 8 dias
E. 10 dias

RESOLUCION:

Reemplazamos razones trigonométricas reciprocas y las co-razones:
_ cos 45°.csc 30°. sec 45°
"~ tg 45°.cos 60°.tg 74°. tg 16°
B (cos 45°).sec 45°.csc 30°.
 tg 45°.cos 60°.tg 74°.ctg 74°

Si:
cos 45°.sec45° =1
tg74°.ctg74° =1
Reemplazamos:
] csc 30°.
" tg 45°.cos 60°

2
Ls——

1)

L=4

El nimero de dias para elaborar una chompa artesanal es 4 dias .
RPTA: B

5. En el valle de Chilina crece el capullo emblematico de la Ciudad
Blanca. La planta no tiene tallos y gatea por los muros de la andeneria:
el texao, flor que esta conformada por “m” sépalos y pétalos. El valor
de “m” se encuentra en: m = 2+/x + 2 ; ademas, se cumple que:
5x.sen 37° — 3csc 30° = 4tg 37° — 2x.sen 30°. ¢Cudl es el
numero de pétalos del texao?

A1l
B. 2
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C.3
D. 4
E. 5

RESOLUCION:
Reemplazamos los valores de las razones trigonométricas de angulos

notables:
S5xsen 37° — 3csc 30° = 4tg 37° — 2xsen 30°

o £)-st0=4(2) -ax()

3x—6=3—x
4x =9
9
*F 3
Reemplazando:
9
m=2Vx+2=2 22

3

I

[\
—~
Ul ~—
+

\S)

=
I

El texao tiene 5 pétalos.
RPTA: E

6. La parte del terreno que le corresponde recibir en herencia al Seiror
Valencia es 10 veces el resultado de:

_ ¢sc 30°.cos 60°. sec?45°. sen?45°

%sec 53°.cos 16°.tg? 60°

¢Qué parte del terreno recibira en herencia el Sr. Valencia?

mo o ® P
-PIHw“_meNwINmIH

RESOLUCION:
Aplicando razones trigonométricas reciprocas y corazones:

_ csc 30°.sen 30°. (sec 45°. cos 45°)*

24—5560 53°.cos 16°.tg? 60°
(1
AL
= sec 53°.cos 16°. tg? 60°
Teniendo en cuenta los tridngulos rectdngulos notables, reemplazamos
los valores:
1
D=3
4 sec 53°.cos 16°. tg? 60°
_ 1
= 2
25(3) (2 V3
4 \3)\25/\ 1
D 1
(5)(2)(3)
D 1
30

. 1
La parte de la herencia es 10 veces -
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_10<1)_1
" 30/ 3

RPTA: D

7. El apio es un vegetal con un alto contenido de vitaminas A y C,
flavonoides, y glucésidos con un potente efecto antioxidante ademas
de contener pocas calorias. En 100 gramos de apio hay “n”

“ »

si “n” resulta de simplificar la expresion:

calorias;

n =V6.sec45°.tg 30° + (2sec 60° + tg 45°)sen 53° + 14
¢Cuantas calorias proporciona el apio en 100 gramos?

15 calorias
36 calorias
20 calorias
28 calorias
30 calorias

mooOwm»

RESOLUCION:
Reemplazamos los valores:

n = V6.sec 45°.tg 30° + (2sec 60° + tg 45°)sen 53° + 14
V3 4
n =6 (v2) <?> +22)+1) (g) + 14

6
Tl=§+4+14
n=2+4+14

n=6+14
n =20

=~ El apio en 100 gramos proporciona 20 calorias.

RPTA: C

8. Una pared es cubierta con mosaicos en forma de rombos. Se sabe
que, en un rombo ABCD(AC > BD), se ubica el punto “P” en AC,
tal que, m<PBC = 90°, m¥BAC = a,y AP = BP. Calcular el valor
de “M” si representa el precio del mosaico ABCD en soles.
_ (28 [5sen® (2a — 7°) + sen® (2a)
- (?) l sen(—14° + a)

s/ 75

s/ 95

s/ 82

.s/ 79

.s/74
RESOLUCION:

Del enunciado:
Como AP = BP

A\ APB, es isésceles:

moo®p

m<IPAB = m<PBA =«
Luego: m«BP(C = 2«
Graficamos

En el A PBC:
20 +a =90°
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3a =90°
a = 30°

Reemplazando:
V- (28) [5sen? (2(30) — 7°) + sen? (2(30°))
~\5 sen(—14 + 30°)

_ (28 [5sen? (53°) + sen? (60°)
B <_) sen(16°) l

2
NG AVE]
28 5(5) (T)
Mz(?) i
25
ri6 3 -
=) 5 i - ()2} =7
~\5 7 | \s/l28]
25

= El precio del mosaico es S/ 79.
RPTA: D
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5.2 ANGULOS VERTICALES: ELEVACION Y DEPRESION ANGULOS DE DEPRESION J

Son aquellos angulos contenidos en un plano vertical formados por la
linea de mira (o visual) y la linea horizontal, que parten de la vista del
observador.

Es aquel angulo formado por la linea horizontal y la
linea de mira cuando el objeto se encuentra por debajo
de la linea horizontal.

Los angulos verticales pueden ser:

ANGULOS DE ELEVACION J

Es el angulo formado por la linea horizontal y la linea de
mira cuando el objeto se encuentra por encima de la linea Linea horizontal

"7
horizontal. : 7 @
InEQ =
b’*"?tq!

a: Angulo de depresién

Nota: En el gréfico adjunto, " « " es el angulo bajo el cual se
divisa la torre, note que se deben trazar las dos visuales; una
hacia la parte alta y la otra hacia la parte baja. Luego " «< " es

v Linea horizontal el angulo de observacion.

6: Angulo de elevacion Y

b ged)
S
¥
3
R
3
S
~

pB: Angulo de observacién
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PROBLEMAS Y EJERCICIOS RESUELTOS:

1. Una persona localizada en el punto P observa directamente un
drone con un angulo de elevacion de 45°, En el mismo instante, otra
persona localizada en el punto Q, que se encuentra a 2 km
directamente al este de P ve el mismo objeto con un angulo de
elevacion de 30°. Determinar la distancia en km de la persona
localizada en el punto Q al drone. (P esta ubicado al este del drone).

A. 4(\/§ + 1) km
B.3(v3—1) km
C.2(vV3-3) km
D.2(V3+2) km
E.2(vV3+1) km

RESOLUCION:
Graficamos:

Ubicamos en la grafica el B~ de 30° y 60°:
a 1

a+2:E
avV3=a+2
a(vV3-1)=2

(\/§ -1
a=(V3+ 1)
Reemplazamos:
x=2a=2(3+1)
wx =203+ 1km

RPTA: E

2. Desde la parte superior e inferior del segundo piso de un edificio
de cuatro pisos iguales, se observa una piedra en el suelo y a una
distancia de 9m con angulos de depresion "f" y "60"
respectivamente. Desde la parte mas alta del edificio, el angulo de

depresidn, para la piedra es "a". Si se conoce que:

1
tga—tgﬁ—tgezz

Hallar la altura del edificio.

A.6m
B. 10 m
C.9m
D.8m
E. 4m

RESOLUCION:
Graficamos:
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3. Desde el pie de un poste se observa la parte mas alta de otro poste
de luz, con un angulo de elevacion de 45° el mismo punto es
observado desde la parte mas alta del poste con un angulo de
elevacion de 37°. Calcular la longitud del poste, si la distancia entre
el poste y la torre es de 120 m.

nnnnnnnnn

4 q // B&'

i/ etmns .- A.30m
F"?"'W":--T: e B. 90 m
Ry o4 gﬁ C. 45m
0 P a : D. 60 m
_&=- : E. 62m

f 9 |

RESOLUCION:

De acuerdo, al grafico, podemos encontrar las siguientes relaciones

Siguiendo las indicaciones del texto, armamos la siguiente grafica:

: _4a
9r=i
. _Za
93—9
tg9 =2
97 =9

Reemplazamos en la ecuacion:

1
tga—tg,B—th=Z
4a 2a a 1

9 9 9 4

a 1 9

—_ = —--q=-

9 4 4 I 120 |

Como ya tenemos el valor de “a”, podemos decir que la altura es 4a.

“ 4 —4(9)—9
Soaa = 4— m

. 120—h
RPTA: C tg 37 = 120
3 120—h
4~ 120
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Obtenemos la siguiente ecuacion:

90 =120—h
h=120-90
~h=30m
RPTA: A
4. Descendiendo por una colina, que tiene un angulo de inclinacion p- & B
"0" con respecto a un plano horizontal, un hombre observa un objeto
en dicho plano con un dngulo de depresién "a". A la tercera parte del e hetgh —{;;tg?
descenso, observa el mismo objeto con un angulo de depresién "". 2hctg B + hctg 6
Hallar 3ctg a — 2 ctg B. R A= 3N
A. ctgf 3ctga =2ctgf +ctg b
B. ctgf ~3ctga—2ctg B =ctg 6
C. tgh RPTA: A
D. tga
E. tgb
i 5. Un joven enamorado, observa a su bella amada en lo alto de una
RESOLUCION: torre de 12 m con un angulo de elevacion igual a 0. Si decide
Graficamos:

declararle su amor, va hacia la torre y a 13 m que avanza hacia la
torre, es detenido por el padre de la dama indicandole que no podra
acercarse mas; ya que, son muy jovenes para casarse y que regrese
en “E” aiios. El joven mira a su amada por ultima vez, en ese punto,
con un angulo de elevacion 20 y se retira con la promesa de regresar.

. o . . 0
éDentro de cudntos aiios regresara? (Sabiendo que, E = 2ctg (E) -

V13).

A. 4 aios
B. 3 afos
C. 5 afios
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D. 2 afios El joven debera regresar en 3 afios.
E. 6 afios

RPTA: B

RESOLUCION:
Graficando:

6. Romeo, desde un punto en tierra, observa la altura de una torre
donde se encuentra Julieta, con un angulo de elevacién de 37°. Si la
linea visual en dicho lugar mide 20 m, ¢qué distancia horizontal (en
metros), deberd acercarse Romeo, hacia la torre, para que el nuevo
angulo de elevacion tenga por tangente igual a 2?

/?-—13171—-?—5111—1 A.13m
Del grafico: AB = BC = 13 m E' }(1) m
Entonces, por Teorema de Pitagoras: BD =5m D' 9 mm
Nos piden: 2ctg (g) — 13 E.5m
Trazamos CP, de tal modo que: PA = AC = x .
Por Teorema de Pitagoras en el triangulo ACD: RES?LU,CfI.ON: . o " _,
x? =182 + 122 En el Gréfico elaborado se debe verificar que: tga =
x? = 468
x =6V13
Entonces:
2 (0) _6V13+18
I\2)T T 12
Reemplazamos:
6v13 + 18 imi .
E= 2( i ) _ Vi3 Asimismo
5k =20m
E =3 k=4m
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Entonces:
BC =3K =12
AC = 4K =16

También:
x =16 —12.ctga

1
x=16 —12.—
tga

=16 121
X = )

~x=10m
RPTA: C

7. Dos personas estan separadas “x” metros entre si y la altura de la
primera persona, es el doble que la de la otra. Ademas, si desde el
punto medio de la linea que une sus pies, un observador encuentra
que las elevaciones angulares de sus partes superiores son
complementarias. Determinar la suma de las alturas de ambas
personas en funcion de “x”.

6V2x
A. m
5
3v2x N
)
5vV2x
m

B
C.
6

D S\fx
3v2x
m
4

E.

RESOLUCION:
Del enunciado graficamos:

90— 6 D
4
h
B
En el A ABC:
X
_ 2w
g6 = zop
Enel A CED:
. 0_2h_4h
ST E T,
2
Igualando
o ol X _4h
B ™
x? = 8h?
= 2v2h
B - X
T 2V2
Nos piden: 3h
X 3v2
3h=3<—)=—x
2V2 4

3v2
~ La suma de las alturas de ambas personas: X

RPTA: E

8. Los angulos de elevacidon de un satélite terrestre artificial, medidos
desde dos estaciones terrenas, situadas en el mismo lado del satélite,
son de 30° y 60°. Las dos estaciones terrenas y el satélite se
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encuentran en el mismo plano vertical. Si la distancia entre las tg30° =ST/TB
estaciones terrestres es de 4000 km, encontrar la distancia entre el i _ ST
satélite y la Tierra. V3 TA+AB
1 ST
A. 1800V3 km V3 x+4000
x + 4000
B. 9500V3 km oT = ( ) )
C. 2000v3 km V3
D. 80003 km lgualando: (1) y (2)
E. 2800v3 km o3 = ET4000)
V3
RESOLUCION: 3x = x + 4000
2x = 4000

Del enunciado:
x = 2000

S Nos piden: ST = xV/3
ST = 2000V3 km
- Distancia entre el satélite y la tierra: 2000~/3 km.
RPTA: C
60° 3
T A B
X 4000 km

Donde el satélite se ubica en el punto S y la tierra en el punto T, las
estacionesen Ay B.
En el tridngulo ABC: TA = x

mzSAT = 60°

tg 60° = ST/TA
V3 = ST/TA

ST = xV3..(1)

En el tridngulo STB:
m«SBT = 30°
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5.3 REDUCCION AL PRIMER CUADRANTE ANGULO DE 5.3.1 CALCULO DE ANGULOS DE REFERENCIA PARA ANGULOS
REFERENCIA MAYORES A UNA VUELTA

ANGULO DE REFERENCIA J

PARA ANGULOS MAYORES A UNA VUELTA J

El angulo de referencia denotado por Oy, de un angulo 0

, Si tenemos un angulo "0" mayor a una vuelta, para
en posicion normal es el dngulo agudo formado por el lado

. . p e 1 convertirlo al IC; dividimos a "8" entre 360° y calculamos el
final de dicho dngulo y el eje "x". ) )
0,. del angulo residuo.
EJEMPLOS:
Hallar el angulo de Hallar el angulo de
X x referencia de referencia de
0 = 2300° 0 = 1000°
0=200"° _ °
™ 8,=50° \g_130 2300 360 1000 | 360
6 =20 sl X 2160 |[[6 720 (2
140 280
PROPIEDAD: 140° = IIC Z2B80° € IVC
8, = 180° — 140° 8, = 360° — 280°
a.= 40° 6, = 80"
Si 0 es un angulo en posicién normal tal que |0| es menor
aue una vuelta entonces se cumole aue:

Si|9|€IC—>

Si 6] € IIC — [0 = 180° — |0]|

Si 6] € I1IC —[0g = |6] — 180°]

Si|6] € IVC — [0z = 360° — |0]|
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5.3.2 NOCIONES PREVIAS 5.3.3 REDUCCION DE UNA RAZON TRIGONOMETRICA AL
PRIMER CUADRANTE
SIGNO DE LAS RAZONES J
Es el proceso mediante el cual se determina el valor de una razén

) ) trigonométrica utilizando su correspondiente angulo de referencia.
Segun sea el cuadrante al cual pertenece el angulo, las

RT de éste pueden ser tanto negativas como positivas. PROPIEDAD:
y Sea 0 cualquier angulo en posicién normal y Og su angulo de
g:;z 1 T(o':a)s referencia, entonces se verifica que las razones
Cosecante trigonométricas de 0 y By tienen igual valor absoluto.
X
() IR.T.(0)| = |R.T.(0g)|
+ +
Tangente C(oser?o - R.T. (9) = +R.T. (GR)
Cotangente Secante
y El signo del segundo miembro dependera en
PARA ANGULOS NEGATIVOS: J que cuadrante se encuentra 0 y de qué
Razoén Trigonométrica se trate.

Si 6 > 0; entonces se cumple:

EJEMPLOS:
sen(—0) = —sen@ Reduce al primer cuadrante:
cos(—8) = cosH o o
ta(—0) = —tgd e sen 215° = —sen35

ctg(—0) = —ctgb
sec(—B) = sech
csc(—0) = —csch
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L

Como 2157 se encuentraen
ellll Q, la B.T. Senoes =215

MEGATIVO, entonces: ~ -\\ » X
sen 215° =
sen (215° — 180°) 0.=35
sen 215° = —sen 35°

5.3.4 REDUCCION PARA ANGULOS DE LA FORMA (180° + 6) y
(360° + 0)

Para cualquier angulo 8 no cuadrantal se cumple:

R.T.(180°+ 6) = +R.T. (0)
R.T.(360°+6) = +R.T.(0)

El signo del segundo miembro dependerd en que cuadrante se
encuentran (180° + 0) y (360° + 8) asumiendo 6 agudo; ademas de
que R.T. se trate.

5.3.5 REDUCCION PARA ANGULOS DE LA FORMA (90° + @)y
(270° + 6)

Para cualquier 8 no cuadrantal se cumple:

R.T.(90°+6) = +CO —R.T.(0)
R.T.(270°+ 0) = +CO — R.T.(0)

El signo del segundo miembro dependerd en que cuadrante se
encuentran (90°+ 0) y (270° + 0) asumiendo 0 agudo; ademas de
que R.T. se trate.

Asi, por ejemplo:
o sen (90°+0) = +cos O

o cos (270°—0) = —sen 0

PROBLEMAS Y EJERCICIOS RESUELTOS:

1. En una embarcacidon se descarga “4A” toneladas de pescado,

donde:

g (13m + x).cos (9 + x)
~ ctg (990° + x).cos (720° + x)

¢Cuantas toneladas de pescado se descargaron?

A. 4

B.5

C.6

D. 7

E. 8

RESOLUCION:
Realizamos la reduccion al primer cuadrante:
tg (13w + x).cos (9 + x)

"~ ctg (990° +x). cos (720° + x)
tg (m+ x).cos (mw + x)
~ ctg (270° + x).cos (0° + x)
tg x. (—cos x)
~ —tg x.(cos x)
A=1
Reemplazando en “4A” tenemos:
4(1) =4
Por lo tanto, se descargaron 4 toneladas de pescado.

RPTA: A
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2. En un huerto se observa un ciruelo cargado de frutos, este nimero

de frutos esta determinado por el valor de:

F=90senx+1,
Si “x” pertenece al |l cuadrante, ademas:
csc’x—2cscx=3

¢Cuantos frutos tiene el ciruelo?

A. 40

B. 50

C. 60

D. 70

E. 80

RESOLUCION:
De la condicién como ecuacién cuadratica:
csc?x —2cscx =3
csc?x —2cscx—3=0
(cscx —3)(cscx+1) =0

cscx=3 A cscx =-1
3
csCx = —
1
Por razones trigonométricas reciprocas:
1
cscx =
sen x
3 1
1 senx
1
senx ==
3

Reemplazando en F tenemos:
F=90senx + 10

1
F=90(§)+10

F=40
Por lo tanto, el ciruelo tiene 40 frutos.

RPTA: A

3. En el afo 2 021 se manifestaron unos fendmenos solares, que
estan determinados por el calculo de la siguiente expresion
matematica:

cos(180° — x).sec (180° — x) + sen(180° — x).csc (180° — x)
4tg(—45°)+5
éCuantos fenédmenos solares se dieron?
A. 2

mo o ®
N Ul W

RESOLUCION:
Reduccion al primer cuadrante:

cos (180° — x).sec (180° — x) + sen(180° — x).csc (180° — x)
4tg(—45°) + 5
cosx.secx + senx.cscx
B —4tg45°+5
141
T —4(1) +5
F=2
Por lo tanto, se dieron 2 fendmenos solares.

RPTA: A
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5. En la granja de Timoteo hay “50G” gallinas. Si el valor de "G" lo
encontramos en la expresion:
11csc (—40°) sec(—80°) 4tg (—60°)
~ 7csc 220° sec 280° * 7tg 420°
¢Cuantas gallinas hay?

4. Si la cantidad de explosiones nucleares realizadas en el océano
Atlantico, estan representadas por “H”, dada como:
H = 25 sen(90° — x).

Y si:
5csc (90°+ x) + 3 sec 2w — x) = 10; A. 60
donde “x” es agudo. Calcular la cantidad de explosiones nucleares. B. 70
C. 80
A. 20
B. 30 ED' 280
C. 40 :
D. 50 RESOLUCION:
E. 60

Por razones trigonométricas de angulos negativos y reduccién de

RESOLUCION: angulos al primer cuadrante tenemos:

Partimos de la condicién: 11 csc (—40°) sec (—80°) 4tg (—60°)
o 7 220° * 280° = 7tg 420°
5c¢sc (90° + x) + 3 sec 2mr—x) =10 (85 SEE g
—11 csc 40° sec 80° —4tg 60°
S5secx +3secx =10 G = . — + - — + 8 -
8secx = 10 7 csc(180° + 40°)  sec(360° —80°) 7 tg(360° + 60°)
10 5 y el csc40°+sec 80°+—4 tg 60°
secx B Sy 2 ~ —7csc40°  sec80°  7tg60°
Luego: Simplificando tenemos:
H =125 sen(90° — x) G:E+1—i
H =25cos x 7 ; 7
H=25-1 G=z+1
5 7
&~ H =20 G=2
RPTA: A Por lo tanto, el nimero de gallinas es 50(2) = 100.
RPTA: E
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7. En un partido de Béisbol, si la cantidad de jugadores de un equipo Iy 2¢05%120° — 3sen3150°
es “9P”, donde: : ~ tg225°+tg?1845°
T

_ tg (9m + x). cos (T B x) A. 8regiones Naturales

~ ctg (630° + x).sen (720° + x) B. 3 regiones Naturales
¢Cuantos son los jugadores de un equipo de Beisbol? C. 4 regiones Naturales
A. 8 D. 5 regiones Naturales
B. 9 E. 9 regiones Naturales
C. 10 .

RESOLUCION:
D. 11 .
12 Del enunciado:
£ | 2c052120° = 35en3150°
& o 2 o

RESOLUCION: B9 P U3

Realizamos la reduccidn al primer cuadrante: ) | ]
Reduciendo los dangulos al primer cuadrante:

tg (9m + x).cos (7711 — x) cos 120° = cos (180° — 60°) = —cos 60°
= Ctg (6300 + x).sen (7200 + X) sen 150° = sen (1800 = 300) = sen 30°
T tg 225° = tg (180° + 45°) = tg 45°
g G+ x).cos (-7 —x) £g 1845° = tg (360°(5) + 45°) = tg 45°
~ ctg (270° + x).sen (0° + x)
tg x(—sen x) Reemplazando en M:
= —tg x(senx) _ 2(=co0s 60°)* — 3(sen 30°)°
p=1 B tg 45° + (tg 45°)?
Reemplazando en "9P" tenemos: = 9(1) = 9 2 3
= En un equipo de Béisbol juegan 9 jugadores 2 (— 7) -3 (7)
RPTA: B M= 1
8. De acuerdo a la tesis del gedgrafo peruano Javier Pulgar Vidal, el 5 (l) _3 (1)
Peru esta dividido en 16 M + 7 regiones naturales. Segun lo seiialado, __\4 8
écuantas regiones naturales tiene el Peru?, si se sabe que: 1+1
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Piden hallar:
16M + 7

1

16 (—) +7=8
16

~ En el Perd hay 8 regiones Naturales.

RPTA: A
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5.4 |IDENTIDADES TRIGONOMETRICAS

Es una igualdad donde la variable o incégnita se encuentra
afectada por los operadores trigonométricos y se verifica para
todo valor admisible de dicha variable.

5.4.1 IDENTIDADES TRIGONOMETRICAS FUNDAMENTALES
I. IDENTIDADES RECIPROCAS

1
CSC X =
senx.cscx=1 - se;lx
senx =
cSC X
Vx +# km;k € Z
1
coSs x =
cosx.secx=1 - selcx
secx =
CoS X
i3
Vx¢(2k+1)5;kez
; 1
x:
9 ctg x
tgx.ctgx=1- 1
ctgx = ——
9 tg x

V[A
qutki;kEZ

IDENTIDADES POR COCIENTE:

sen x

t =
9X= Cosx

/4
Vx + (2k+1)5;keZ

Ccos x

ctg x =
9 senx

Vx #km;k €Z

IDENTIDADES PITAGORICAS

2

sen’x+ cos’x=1

VxeR

2

1+tgzx= sec”x

T
vx # 2k +1) 5k €2

1+ ctg?x=csc*x

Vx + km
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5.4.2 IDENTIDADES AUXILIARES:
sen* x + cos* x =1 — 2sen? x.cos?* x
sen* x — cos* x = sen? x — cos*x
tg? x — sen® x = tg? x.sen® x
sen®x + cos®x =1 — 3sen?x.cos* x
tg x + ctg x = sec x.csc x

Zx = sec’x.csc*x

sec’x + csc
(senx + cos x)? =1+ 2sen x.cos x

(1+ senx+ cosx)? =2(1+senx)(1+ cos x)

PROBLEMAS Y EJERCICIOS RESUELTOS:

1. William compra en total "3C" cuadernos al precio de “P” soles

cada uno, donde:
C = sen® x + cos® x + 3sen? x.cos? x + 12

T T
P = sen? x + 2sec §+csc g+coszx

¢Cuanto pago en total por los cuadernos? (UNSA-2019)

A.S/273
B.S/ 275
C.S/ 230
D.S/ 252
E.S/321
RESOLUCION:

Segun el problema nos pide hallar el pago que hizo por la compra de

los cuadernos, entonces:
C = sen®x + cos®x + 3sen?x.cos?x + 12

Luego:
C =1 —3sen? x cos? x + 3sen? x.cos? x + 12
C =13
— 3C = 39 cuadernos
s T
P = sen? x + 2sec §+csc €+ cos? x
Luego:

P = sen? x + cos? x + 2sec 60° + csc 30°
P=1+2(2)+2
P=7
Por lo tanto, el pago es:
Pagé = (39)(7)
Pagb = 273 soles

2.Siseca =1 + sen a, halle el valor de:
cos? a

1—-sena
(CEPRUNSA CICLO QUINTOS-2020)

A.1,5
B. 2
C.1
D. -1
E.—1,5
RESOLUCION:
Segun el problema:
cos® a
T 1-—sena

Luego:
cos a.cos® «

1—sena

RPTA: A
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_cos a(l—sen’a)

1—sena
cos a(l —sena)(l+ sen a)

1—sena
E = cos a(l + sen a)

Dato:seca =1+ sena
Reemplazando:
E =cosa.seca
~E=1
RPTA: C

3. Si: sec 8 y csc 0 son las raices de la ecuacién: x> + px + q = 0,
équé alternativa muestra la relacion correcta?

A. g% + 2q = p?
B. p* + 2p = ¢*
C. q%> — 2q = p?
D. p? — 2p = ¢*
E. p2+q% =
RESOLUCION:

Del enunciado:
x2+px+q=0
x, = secl
x, = cscl
Se observa:
X1.Xy = q = secO.cscl =q ...(I)
Xy +x, = —p = secO + cscld = —p...(II)

Elevando al cuadrado la igualdad (Il):
(secB + csch)? = (—p)?
sec?0 + csc?0 + 2sech.csch = p?

Identidad trigonométrica auxiliar:
sec?0 + csc?0 = sec?6.csc?6
(secB.cscO)? + 2(sech.csch) = p?

= La relacién correcta es: q* + 2q = p?

RPTA: A

4. Calcular "a + b" para que se cumpla la siguiente igualdad:

1-senx
f— = asec x + btg x.
1+senx

mooOwp>
B W N RO

RESOLUCION:
Del ejercicio:

1—senx
————— =asecx + btg x
1+ sen x

\](1 —senx) (1 —senx)

= + bt
(1+senx)(1—senx) el g%

(1 —sen x)?
————=asecx +btgx

1—sen?x
(1 —sen x)?
— S =asecx+btgx
cos?x

1—senx
——— =asecx +btg x
cos x
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1 senx

= asec x + btg x
COSX COSX

secx —tg x = asec x + btg x
a=1ANb=-1
~a+b=0

5Si:tgx + senx =2(1+ cosx);x €lIlIC.
Calcular: E = secx.cscx

N|\1N|U'|N|w

mo o ®p

NN |

RESOLUCION:

Del enunciado:

tgx +senx =2(1+ cosx);x €IIIC
(Identidades por cociente)

sen x
+ senx = 2(1+ cos x)
CcOS X
senx + sen x.cos x
=2(1+ cos x)
coS X
Factorizamos:
senx(1+ cosx

( ) = 2(1+ cos x)

coS x
tgx=2;,x €llIC

PRUNSA

na)Nueoa)lmagen
5 2
RPTA: A !
’ secngz— 5;x € IIIC
V5
cscx = ——

Reemplazamos:

E = secx.cscx
V5\ 5
E = — -
5(-7)-3
~ Elvalorde E es 5/2

RPTA: B

6.Sitg? a = 2tg? x + 1, hallar el valor de y = cos? a + sen? x:

A.sen’ a

B. cos?’ a
C.1+sen’a
D.tg*a
E.1+ cos’a

RESOLUCION:

Dato del ejercicio:

Nos piden:

tg?a =2tg?x+1
1+tg?a=2(tg*x+1)
sec? a = 2sec?® x
1 2
cos?a  cos?x
cos’x =2.cos?a
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y = cos? a + sen? x Por lo tanto:
y =cos?a+1—cos?x N =csc?x
y=cos?a+1-2cos*a RPTA: D
y=1-cos?a
y = sen’a 8. Simplificar:
RPTA: A P (sec @ + csc 0)* + (sec 8 — csc 0)?

sec? 0.csc? 0
7. Simplificar la expresion:

ctgx cosx senx

tgx secx cscx

moowpP
DN WUl

A.ctg x
B. sec? x
C.tgx RESOLUCION:
D. csc? x Por dato se tiene:
E. sen? x A (sec 8 + csc 8)? + (sec 8 — csc 6)?
] = sec? 8 .csc? 6
RESOLUCION: Aplicamos Identidad de Legendre.
Se tiene: 2(sec?® 6 + csc? 9)
Nzctgx_l_cosx_l_senx | . g — <ec? 0.csc2 0
tgx secx «cSscx Por identidad Auxiliar se tiene:
coS X 2 2
 Semx . COSX senx / 2sec” 8.csc” 0
N=Senxt 1 t71 sec?0.csc? 6
COSX cosx senx Por lo tanto:
cos? x ¢ cos? x4 sen? S=2
= cos? x + sen® x .
sen? x RPTA: D
B cos? x
" sen?x
B cos? x + sen?® x
N sen? x
_ 1
" sen?x
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5.5 |IDENTIDADES CON ARCOS COMPUESTOS

Seno de la sumay
de la diferencia de
dos angulos
Coseno de la sumay
diferencia de dos

sen(ax+ p) =sena.cos B+ cos a.sen f

sen (a— B) =sena.cos B —cos a.sen f

cos (@ + B) = cosa.cos f —sena.sen f§

cos (¢ — B) = cos a.cos B + sen a.sen B

angulos
Tangente de la _tga+itgp
sumay de la tg(a+'3)_1—tga.tgﬁ
difer?ncia de dos _ tga—tgp
angulos tg (a_ﬁ)_1+tg a.tg f

PROBLEMAS Y EJERCICIOS RESUELTOS:

1. La Provincia de Islay cumplié a53 aniversario este 6 de enero,
siendo “a” el valor de la expresion:
tg 11° + tg 34°
1—(tg 11°)(tg 34°)
¢Cudntos afos cumplié la provincia?

A. 253
B. 353
C.153
D. 243
E. 143

RESOLUCION:
Del ejercicio:

tg 11° +tg 34°
1— (tg 11°)(tg 34°)
Utilizando la identidad trigonométrica de angulos compuestos
tangente suma:

tga+tgp

9@+ B = g B
tg 11° + tg 34

=T g 119 (tg 380 19 117349
tg (11° + 34°) = tg 45°
tg 45°
Por lo tanto, Islay cumplié 153 afios.

RPTA: C

2. Susana tiene un examen de trigonometria, pero se olvidé llevar su
calculadora, en una de las preguntas obtuvo como respuesta
“" on < FEIL (4

sen 23°” pero su profesor le indicé que, para aprobar debia obtener

el resultado de 4(4+/3 + 3)sen 23°.
Indicar la cantidad que debid obtener Susana.

A. 16,9
B. 14,7
C.17

D. 15,5
E. 15,6

RESOLUCION:
Del dato del problema tenemos:
sen 23° = sen (60° — 37°)
Desarrollando:
sen (60° — 37°) = (sen 60°)(cos 37°) — (cos 60°)(sen 37°)

2)E-66

sen (60° —37°) = (
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43 -3 4. La figura muestra un tridangulo ABC con CM (mediana). Calcular:
sen (60° —37°) = —— _ °
10 R = \/§ctgx—csc 30
443 -3 B
23° = ——
sen 10
Reemplazando en la condicién tenemos: M _«¢30°
4(4v3 + 3)sen 23°
443 -3
4(4 — =1 X
(\/§+3)< S > 56 A c
Por lo tanto, Susana debid obtener 15,6 A. 1
RPTA: E B. 2
C.3
3. Calcular el valor de “B” que verifica la siguiente ecuacion: D. 4
sen B.cos (3B) + cos B.sen (3B) = 2—75 E.5
o RESOLUCION:
A.5 .
B. 4° Completando datos en la figura:
C. 24°
D. 7°
E. 16°
RESOLUCION:
Del enunciado:
7 ° <
senfcos3B + cosfsen3f = — tg (60° + x) = 23
25 tg 60°+tg x
7 tg (60°+ x) = . =2V3
sen (B +36) = 5% 1—(tg 60°)(tg x)
25 V3+t
7 9 _2v3
sen (4B) = 5= 1—(V3)(tg x)
4p = 16° V3 +tgx =2V3(1—-+3tgx)
p=4° _ _
RPTA: B V3 +tgx =2V3—6tgx

tgx +6tgx =2V3—+/3
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. V3
gx=-

Nos pide calcular:
R =+/3ctg x — csc30°

R= ﬁ(%) -
R RPTA: E

5. La edad de un estudiante cuando ingresé al examen ordinario |
FASE 2023 a la Universidad Nacional de San Agustin de Arequipa es
equivalente al resultado de calcular:

44
sen (x +20°) —

V3
Si se cumple que:
sen x.cos 10° + sen 10°.cos x = sen 50°
¢Cuantos anos tenia el estudiante cuando ingresé a la universidad?

24 anos
25 afnos
18 aios
21 anos
22 anos

mooO®»

RESOLUCION:
Por identidad del seno de la suma:

sen (x + y) = senx.cosy + seny.cos x
Aplicando en la condicion:

sen x.cos 10° + sen 10°. cos x = sen 50°

sen (x + 10°) = sen 50°
x + 10° = 50°
x = 40°

o, 0

Calculamos la edad, reemplazando X

sen (x + 20°) —

V3
(40° + 20°) i
sen —_
V3
e M
sen . T=
7

V3)\ 44
<7>ﬁ= 9

~El estudiante cuando ingresd a la universidad tenia 22 anos.
RPTA: E

6. Determinar el valor de "3k", si:
_ sen (3x).cos (4x) + cos (3x).sen (4x)

sen (6x).cos x + cos(6x).sen x

moowp»
W N O RN
N

RESOLUCION:
Del enunciado:
_ sen (3x)cos (4x) + cos (3x)sen(4x)
~ sen (6x)cos x + cos(6x) sen x
_sen (3x + 4x)
~ sen(6x + x)
_sen (7x)
~ sen (7x)
k=1

el valor de
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3k =3(1)
~3k=3
N
RPTA: E M
7. Calcular el valor de: c
A = 3sec 60°(sen 50° — 2cos 40°. sen 10°) A

A. 3 A. 54°
B.5 B.37°
C. 4 C. 45°
D.7 D. 15°
E. 1 E. 60°
RESOLUCION: RESOLUCION:
Del enunciado: Completando datos en la figura:

3sec 60°(sen 50° — 2cos 40°sen 10°)
3sec 60°[sen (40° + 10°) — 2cos 40°sen 10°]
3sec 60°[sen 40°cos 10° + sen 10°cos 40° — 2cos 40°sen 10°]
3sec 60°[sen 40°cos 10° — cos 40°sen 10°]
3sec 60°[sen (40° — 10°)]
3sec 60°[sen (30°)]
3sec 60°sen 30°

3(2)% =3 tgy = %

RPTA: A Sa

tgz = ?

8. En la figura, hallar el maximo valor de “x”: Aplicando propiedad:

Z=x+Yy

X=z—y

tgx=tg (z—y)
tg(z—y) = rZ19)

1+ (tg 2)(tg y)
Reemplazando
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2a _a
_ b 2b
IO
b 2b
3a
2b
tgx = a? + b2
b2
; E: 3ab
945 50+ b?)
; 3
gx =—Sp="s
2@+ﬂ

Nuestro objetivo es generar el denominador mas pequefio, siay b
asumen valores enteros; entonces, el factor deberia ser 2

. 3
CES=

S Xax = 37°
RPTA: B
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5.6 IDENTIDADES DE ANGULOS MULTIPLES (DOBLE Y MITAD)

5.6.1 ANGULO DOBLE

sen2a = 2sena.cos a
cos2a = cos’ a — sen* a
cos2a = 1— 2sen*a

cos2a = 2cos*a—1

‘a2 2tg a
ad=——————->
9 1-tg2a
5.6.2 ANGULO MITAD
a o 1—cosa
sen — = _
2 2
a o 1+ cosa
coS — = _—
2 = 2
¢ a_+ 1—cosa
95 T 1+cosa

Nota: (+) Depende del cuadrante al cual € "= "

PROBLEMAS Y EJERCICIOS RESUELTOS:

1. En un triangulo rectangulo sus catetos miden: sen20°y 1 +

cos 20°. Calcular la medida de sus angulos agudos.
A. 37°y 53°
B. 30°y 60°
C. 40°y 50°
D. 45°y 45°
E. 10°y 80°

RESOLUCION:
Graficando:

sen20°

A B

1 + cos20°
Sean los dngulos agudos a y 8

En el 4ABC, tenemos:
sen 20° sen 2 -10°

t = =

ga 1+cos20° 1+cos?2-10°
Por identidad de angulo doble:
2sen 10° - cos 10° _sen 10°

2 cos210° "~ cos10°
tga =tg 10° = a = 10°

tga =

Ademas:
a+ [ +90°=180°
10°+ f +90° = 180° = f = 80°
~a=10°y B = 80°

RPTA: E
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2. Calcular el valor de:

E cos12° 6°
= — cos
c0s 6° + sen 6°

. —sen4°
cos 6°
—sen6°
. —c0s 6°
sen 6°

moo®p

RESOLUCION:
Por identidad del angulo doble:
cos 24 = cos?A — sen?A
Tenemos:
c0s%6° — sen?6°

= — cos 6°
cos 6° + sen 6°

Aplicamos el producto notable de diferencia de cuadrados:
(cos 6° + sen 6°)(cos 6° — sen 6°)

= — cos 6°
cos 6° + sen 6°

E = cos 6° — sen 6° — cos 6°
~E=—sen6°

3. Simplificar la siguiente expresion:

W = cos 2x — (sen x + cos x)V1 — sen 2x

donde sen x < cos x.

o

moows»
N =
—_

I
()

m O 6O ™ >

N |

o~

«Q

—~N IR

SEES) N R
NQNQ\_/I

+

“

aQ

a

|

N———

RESOLUCION:
Reescribiendo la expresion:

1 — sen 2x = sen?x + cos? x — 2sen x - CoS x
1 sen 2x

Reemplazando:

W = cos 2x — (sen x + cos x)\/(sen X — cos x)?
W = cos 2x — (sen x + cos x) |sen x — cos x|
<0

Como:
senx < cosx = senx—cosx <0
Luego en "W", tenemos:
W = cos 2x — (sen x + cos x)(cos x — sen x)
Entonces:
W = cos 2x — (cos? x — sen? x)
Por angulo doble del coseno:
W = cos 2x — cos 2x
~W=0

4. Expresar:

tg ( ) en funcién de tg ( ) y sec (g)

RESOLUCION:
Por identidad de la tangente del angulo mitad:

RPTA: A
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A
tg <§) =cscA—ctgA

Entonces:

RPTA: A

5. Si se cumple que ctg a = 0,75; donde
a € I1IC. Calcular: N = cos 2a — tg (g)

|~PN|\IU'II~PU1|W

N
vjwu

23
25

m o o0 ® >

RESOLUCION:
Dectg a = %; a € I1IC, graficamos y por teorema de Pitagoras la

hipotenusa es 5:
< <3T[ 1T<0£<31T aEIIC
—_— = — _— = —
TSES 7252574 732

lly
(29
s N
X
—4 <
— ¢t (ﬁ)__ m.ﬁeuc...u)
92) 7 " |1T+cosa’2
Pero:ctgaz% = cosaz—% - (1D)

Reemplazando (II) en (I):

5 (§)--

Por el angulo doble de:

3\ 2
cos2a =2cos’a—1= 2(—§) -1

= 20 = 4
cos2a = o5
Reemplazando,
N 7 (—2) = 43
25 25
_ 43
~ 25
RPTA: D
6. Sabiendo que: 90° < a < 180°, ademas, cosa = —% . Calcular

cos (g)
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RESOLUCION:
Sabemos que:
90° < a < 180°

a
:450<E<900

En el | Cuadrante cos (%) es (+)
Por identidad del coseno del angulo mitad:

1 (326) _ 4 ’1 + cosx

. 3
Si:cosa = i entonces:

-Pw

cos
2

>=f

7.Si:w < 2a < =, donde tg2e = 2v2.
Si: 4sen a — 3vV2cos a = 5, calcular:

=

COS

Ik
@l

E = cos2a — 12/2sen2a

mooO®p
= NS O

RESOLUCION:
De la condicién, elevamos al cuadrado:

(4sen a — 3v2cos a)z = 52

2
16sen’a — 2(4sen a)(S\/Ecos a) + (3\/§COS a) =52
8 (2sen?a) — 12V2 (2sen a - cos @) + 9 (2cos?a) = 25

1-cos2a sen 2«a 1+cos2a
Reemplazando:

8(1 — cos 2a) — 12V2 - sen 2a + 9(1 + cos 2a) = 25
8 —8cos2a — 12V2 - sen2a + 9 + 9 cos 2a = 25
cos2a — 122 - sen2a = 8
Por lo tanto:
E =28
RPTA: A

8. Sea un angulo “a”, si se sabe que:
N=1-sen2°.cos2°.cos4d°. cos 8°
Calcular el valor de "200N".

A. 207
B. 193
C. 181
D. 197
E. 204

RESOLUCION:
Por identidad del angulo doble:
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sen2A = 2senA.cosA

Entonces:
N =1 —sen(2°) cos(2°) cos(4°) cos(8°)
2N =2 — (2sen2°.cos 2°).cos 4°.cos 8°
2N = 2 —sen4°.cos 4°.cos 8°
4N = 4 — (2sen4°.cos 4°).cos 8°

4N = 4 — sen 8°.cos 8°

8N = 8 — (2sen8°.cos 8°)
8N =8 —sen16°

25k

S
24k
8N =8 4
- 25
193
- 25
Nos piden calcular "200N":
~ 200N = 193

RPTA: B
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5.7 IDENTIDADES PARA LA SUMA Y PRODUCTO DE SENOS Y 5.7.2 TRANSFORMACIONES DE PRODUCTOS A SUMAS O DIFERENCIAS

COSENOS
5.7.1 TRANSFORMACIONES DE SUMAS O DIFERENCIAS A PRODUCTOS

2senA.cos B =sen(A+ B) + sen (A —B)

3 A+ B A—B
senA+senB—2sen( > ).cos( > ) 2cosA.senB =sen(A+ B) —sen (A— B)

A+B> sen(A_B> 2cosA.cos B=cos(A+ B) + cos (A—B)

senA—senBchos( 2

2senA.sen B = cos (A— B) — cos (A + B)

A+ B A—B
cosA+cosB=2cos( > ).cos( 2 )

PROBLEMAS Y EJERCICIOS RESUELTOS:

cos 15x + 10cos 10x + cos 5x

A+ B) (A — B) 1. Reducir:
.sen
y sen 15x + 10sen 10x + sen 5x

cos A —cosB = —Zsen( >

A.ctg x
B. ctg 2x
C.ctg 4x
D. ctg 5x
E. ctg 10x

RESOLUCION:
Acomodamos el dato:
cos 15x + cos 5x + 10cos 10x

~ sen 15x + sen 5x + 10sen 10x
Transformamos a producto:
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_ 2 cos 10x.cos 5x + 10cos 10x

~ 2sen 10x.cos 5x + 10sen 10x 3. Simplificar:
Factorizamos: 1,5 +V/3sen 2x
_ 2cos 10x(cos 5x +5) M= 1
~ 2sen 10x(cos 5x + 5) (COS 2x + 7) -tg (x +30°)
M = ctg 10x
RPTA: E A. 1l
B.V2
2. Reducir: C.2
_ cos (45° + x) — cos (45° — x) D.1,5
~ sen (120° + x) — sen (120° — x) E.\3
A.\2 RESOLUCION:
B.1 Reescribimos el dato:
C.0 3
= 4+ /3sen 2x
D.0.5 M = 2
E. 2 (cos 2x + cos60°).tg (x + 30°)
V3
] \/5(7 + sen 2x)
RESOLUCION: M = (x + 309
Transformando a producto: 2 cos(x + 30°).cos(x — 300)'%
_ —2sen45°.sen x 3
~ 2c0s120°.sen x \/5(7 + sen 2x)

Luego de simplificar y reemplazar los valores numéricos

M =
2. — 30°). 30°
correspondiente tendremos: cos(x ).sen (x + 30°)

—sen 45 _ V3(2sen (30° + x).cos(30° — x)
~ c0s120° 2 cos(x — 30°) .sen(30° + x)
V2 Finalmente simplificamos:
_2 M=+3

RPTA: E

M =2 4. Reducir:
RPTA: A
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_ 2(sen2x + sen 2y) 4cos3 x = 3 cosx + cos 3x

" 1+ cos2x + cos 2y + cos (2x — 2y) 2 cosx.cosy = cos(x +y) + cos (x — y)
A.tg x Multiplicamos por 2 el numerador y el denominador:
B.tgy _ 4cos3x — 2 cos 2x.cosx + 2 cos x
C.tgx—tgy 2.2 cos x(4cos3x — 3cosx)
D.tgx+tgy W_3cosx+c053x—(c053x+cosx)+2cosx
E.tgx—tgy h 4 cos x.cos 3x

Simplificando:

RESOLUCION: W= FC0SX
Transformando a producto: 4 ios X.cos 3x

N 2[2sen (x + y).cos(x — y)]
~ 2cos2(x —y) + 2cos(x + y).cos (x — y)
Simplificamos:

= sec3x

I cos 3x
RPTA: A

2 cos(x — y).sen(x + y)

= 6. Reducir a un monomio la siguiente expresion:
cos (x — y) [cos(x — y) + cos (x + y)]

W = sen 3x(3sen 3x — sen 9x + 4sen 3x.cos?3x)

2sen (x +y)
~ 2cosx.cosy A.sen 3x
M = tgx + tgy B. 4sen?3x
RPTA: D C.sen? 3x
D. sen® x
5. Simplificar: E. 4sen® x
2cos3x — cos 2x.cos x + cos x
- 8cos*x — 6cos?x RESOLUCION:
Al efectuar y ordenar apropiadamente:
A. sec3x 3 1
B. csc 3x W=- <Zsen23x> —= (25en 9x.sen Sx) + (2sen 3x. cos 3x)?
C.sec2x degradar transformar dobles
D. csc 2x W= 3 (1 — cos 6x) — E (cos 6x — cos 12x) + (sen 6x)?
E. sec4x ?3 3 1 2 1 1
W = - — = cos 6x — =cos 6x + = cos 12x + = (2cos?6x)
RESOLUCION: 2z 2, 2,2
Se sabe que: w =35~ 2 cos bx +§cos 12x +§(1—cos 12x)
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Simplificando: RPTA: E
3 1 1 1
W = 5~ 2 cos 6x + Ecos 12x + 5~ Ecos 12x 8. simplificar:
W =2—2cosbx 2sen 15x.sen x
W = 2(1 — cos 6x) = Zcostoxt1 | OSOX
w = 2(2sen?3x)
W = 4sen23x A. COS X
RPTA: B B. cos 2x
C. cos 3x
7. Reducir a un monomio la siguiente expresion: D. cos 4x
W = 2cos x(cos 5x + 5cos 3x + 10coszx) E. cos 6x
A. sen®3x RESOLUCION:
B. 4sen*x Del ejercicio:
C. 8cos*x 2sen 5x(2 cos 10x + 1)sen x
D. 16cos®x 2cos10x + 1 3
E. 32cos%x Transformamos:
cos 4x — cos 6x + cos 6x = cos 4x
RESOLUCION: RPTA:

Al efectuar y ordenar:
W = 2cos 5xcos x + 5(2 cos 3xcos x) + 10(2 cos?x)
Transformamos:
W = cos 6x + cos 4x + 5(cos 4x + cos 2x) + 10(1 + cos 2x)
W = cos 6x + cos4x + 5cos4x + 5cos2x + 10 + 10 cos 2x
W = cos 6x + 6 cos 4x + 15 cos 2x + 10
Expresamos “W” en funcidn del cos 2x:
W = 4cos32x — 3 cos 2x + 6(2 cos?2x — 1) + 15cos 2x + 10
W = 4cos32x + 12c0s?2x + 12 cos 2x + 4
Al factorizar:
W = 4(cos 32x + 3cos?2x + 3 cos 2x + 1)
W = 4(cos 2x + 1)? = 4(2cos?x)3
W = 32cos®x
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6.1 POTENCIACION Y RADICACION
, 6.1.1 POTENCIACION
CAPITU LO Vl Es la forma abreviada de escribir una multiplicacidn de factores iguales.

ARITMETICA Y ALGEBRA " =aaa.a=P

n veces

Donde:
a : Base

n : Exponente
por si mismo un cierto numero de veces, mientras que la P : Potencia

radicacion es la operacion inversa, en la cual encontramos el

ndmero que, elevado a una potencia especifica, produce un 6.1.1.1 PROPIEDADES DE LA POTENCIAC/ON.‘
resultado dado.

/La potencia es una operacion que implica multiplicar un ndmero\

. - ~ 0_ 1.
El interés simple, desempefia un papel fundamental en nuestras a’=1;a+0
vidas que a menudo pasamos por alto. Desde la planificacidon de al = a
nuestras finanzas personales hasta la toma de decisiones
comerciales inteligentes, el interés simple se encuentra en el am™. q® = qmtn
Qucleo de numerosas aplicaciones prdcticas. / am - gt = gmn

—— —— ———————

(a.b)™ = a™.b"
(a+=b)" =a™ +b"

(am)n — am.n

6.1.1.2 CUADRADO PERFECTO
Un cuadrado perfecto es aquel nimero que resulta de multiplicar por

si mismo, 2 veces otro numero.

Ejemplo:

El 169 es cuadrado perfecto, porque resulta de multiplicar a 13 dos
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veces por si mismo.
Es decir:
(13)(13) = 13%2 = 169
Notacidn:
Un nimero cuadrado se denota por: k?

Condicién necesaria para que un nimero sea k?
Sea el numero: N = a®. bP.cY

o
Se cumple que: N serd k? - a, 8, son 2

Ejemplo:

El 324 es cuadrado perfecto. Descomponiendo en factores primos:
324 =22 34
Vemos que los exponentes son pares.

6.1.1.3 CUBO PERFECTO
Un cubo perfecto, es aquel numero que resulta de multiplicar 3 veces
por si mismo, otro nimero.

Ejemplo:
Elnimero 1331 es un cubo perfecto, porque resulta de multiplicar 11,
tres veces por si mismo:
(1111 =113 =1331
Notacioén:
Un nuimero cubo perfecto se denota por: k3

Condicién necesaria para que un nimero sea k3
Sea el nimero: N = a®. bP.c¥

0o
Se cumple que: N sera k® & a,B,v son 3

Ejemplo
El 216 es un cubo perfecto. Descomponiendo en factores primos:
216 = 23.33

o
Veamos que los exponentes de los factores primos son 3

6.1.2 RADICACION

Es la operacidn inversa de la potenciacion. En concreto, encontrar la
raiz enésima de un niumero consiste en encontrar otro que, elevado a
n, nos dé el nUmero original.

["azbsiocurrequebnza]

Donde:
a: Radicando
n: Indice de la raiz
b: Raiz

6.1.2.1 PROPIEDADES DE LA RADICACION:

Na.b=%a Vb
Va=b=%a~+"Vb

m
n\/am =an
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6.1.2.2 RAIZ CUADRADA
La raiz de un numero entero positivo puede ser exacta o inexacta.

a) Raiz cuadrada exacta: Es aquella, en la que al elevar al cuadrado la
raiz, reproduzca exactamente el radicando.
Es decir:

[ q=VYN->q*=N; geN; n=2 ]

Ejemplo:
Vemos que 36 es la raiz cuadrada exacta de 1296, porque: 36% =
1296

b) Raiz cuadrada inexacta. Es aquella, en la cual existe residuo. Se
puede calcular de dos maneras por defecto o por exceso.

e Pordefecto: Es aquella en la que el cuadrado de la raiz es menor
gue el radicando.

[N=q2+r]

Donde:
g: raiz cuadrada por defecto
r: residuo por defecto

Ejemplo:
Expresamos a 800 como una raiz cuadrada por defecto:

800 = 282 + 16

e Por exceso: Es aquella en la que el cuadrado de la raiz es mayor
gue ele radicando.

[N=(q+1)2—r']

Donde:
q + 1: Raiz cuadrad por exceso
1’: Residuo por exceso
Ejemplo:
Expresamos a 800 como una raiz cuadrada por defecto:
800 = 292 — 41

Propiedades
Sea N un numero entero positivo que no tiene raiz cuadrada exacta.
i. El niumero N, se encuentra entre dos numeros, de raices
consecutivas, que si tienen raiz cuadra exacta

[q2<N<(q+1)2]

ii.  La suma de los residuos, por defecto y por exceso, siempre es

igual al doble de la raiz por defecto mas la unidad.

[r+r’=2q+1]

iii. Elresiduo maximo es el doble de la raiz por defecto.

PROBLEMAS Y EJERCICIOS RESUELTOS:
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lacifra(a
1. Si capitalizando un negocio se puede duplicar la inversion en cada 1-a=-1
ano. ¢En cudnto se convierte un ddlar al cabo de 30 afios de iniciado 4-a=2
el negocio? Indique la cantidad mas aproximada en millones de +2)puede tener los siguientes valores| 5 > a=3
délares. 6->a=4
9-a=7
A 10 De los cuales no cumple: a = —1 y a = 7, reemplazando los valores
B 11 p95|bles:
C. 106 Sta =2 0
D. 107 43664 ESZ
E. 1074 pero no es 4
) - no es k?
RESOLUCION: Sia=3:
Invertir un délar: 4365 {La cifra de decenas no es 2
e Alfinaldel 1¢" afio: 2(1) = 2 > no es k2
e Alfinal del 2%° afio: 2(2) = 22 Sia =4
e Alfinal del 3" afio: 2(22) = 23 5476 = 74% - k = 74
e Al final de 30 afios: 23° ~ak=4(74) = 296
M =230 = (219)3 RPTA: A
M = 10243 = 1073741824
Luego: M = 1073, 74 millones en aproximada M = 1074 millones 3. Cuantos cubos perfectos posee la serie:
RPTA: E 24(1);24(2);24(3); ...;24(250)
2.Si (a+ 1) (a)(a +3)(a+2) = k% Hallar "a.k" A. 1
B. 2
A. 296 C.3
B. 290 D. 4
C. 294 E. 5
D. 292
E. 298 RESOLUCION:
De la serie:
RESOLUCION: 24(1);24(2); 24(3); ...; 24(250)
Analizando la ultima cifra: Su enésimo término es:
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a, =24n);n=1{1;2;..;250}
Hallamos los términos, cubos perfectos: a,, = k3
24(n) = k3

2333)(n) = k3

Los exponentes de los factores del primer miembro son 3, se cumple:
n=32p3
Tenemos:
1<3%p3<250
Los valores de p son: p = {1; 2; 3}
= Son 3 términos cubos perfectos
RPTA: C

4. ¢Cudl es el menor niumero entero por el que se debe multiplicar a
648 para que su producto sea cuadrado y cubo perfecto a la vez?

A. 71
B. 72
C. 73
D. 74
E. 75

RESOLUCION:
Descomponiendo los factores: 648 = 23, 3%
Sea N el nimero, tal que:
648.N = k? y k3
N debe contener los menores factores posibles, de manera que sus
exponentes sean 6°
23.34(23.3%) = k°
- Elmenor valor de N = 23.32 = 72
RPTA: B

5. Se multiplican los 3 términos de una raiz cuadrada inexacta cuya
raiz es 21 y se ha obtenido 46830. ¢{Cuanto se obtendra si se suman
dichos términos?

A. 471
B. 472
C. 473
D. 474
E. 475

RESOLUCION:
De una raiz cuadrada inexacta:
N=212+r..(1
Por dato:
N.21.r =46 830
N.r =2230..(2)
Reemplazamos (2) en (1):
(441 +r).r = 2230
r=>5
En (1):
N =472
~N+q+r=472
RPTA: B

6. En una raiz cuadrada inexacta, donde el residuo por exceso excede
en 33 unidades al residuo por defecto, se sabe que la suma de la raiz
y el residuo por defecto es 20. Hallar la suma de las cifras del
radicando.

A. 11
B. 12
C. 13

253



sFRERRUNSA
nease2os . Ulplemlzmmn watEvATca

D. 14 10* < N < 10°
E. 15 10* < (3x)® < 10°
) Y100 < 3x < 10
RESOLUCION: 4,6..<3x <10
Del enunciado: 15..<x<33..
Por defecto: N = g% + r Los numeros naturales que puede tomar x son {2; 3}
Por exceso: N = (q + 1)?> — 1~ RPTA: B
Por dato:
r—r=33..(1 8. Sean Ay B dos enteros positivos y consecutivos tal que entre Ay B
q+r=20..(2) hay 468 enteros. ¢Cual es el mayor entero par comprendido entre
Propiedad: r+r' =2q+1..(3) dichos cubos?
Reemplazamos (1) y (2) en (3):
20-q@)+(B3—-q)=2q+1 A. 2156
q=13 Ar=7 B. 2196
Entonces: C. 2298
N=132+7=176 D. 2376
- Suma de cifras es 14 E. 2418
RPTA: D
RESOLUCION:
7. éCuantos numeros naturales miiltiplos de 3 comprendidos entre Consideremos, que:
10 000 y 1 000 000 son cuadrados y cubos perfectos a la vez? A=kyB=k+1

i? L. Ld AX. E I A)3

A. 1 468 numeros
B. 2 Entonces:
C.3 (k+1)3—k3 =469
D. 4 k3 +3k?+3k+1—k3 =469
E. 5 k(k+1) =12(13)
k=12

RESOLUCION: Luego:
Como:N =k2AN=k3 > N =k® A=123=1728y B =133 = 2197
Ademas: Piden el mayor entero par: 2196

N =3°-> N = (3x)° RPTA: B
También:
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t: Tiempo
6.2 INTERES SIMPLE
Es el que se calcula sobre un capital que permanece invariable o
constante en el tiempo y el interés ganado se acumula sdlo al término / \

de esta transaccién Equivalencia de unidades de tiempo

e 1 bimestre <> 2 meses
Tiempo en afos: El aflo tiene 6 bimestres
e 1trimestre <> 3 meses

Conat
S 100 El afio tiene 4 trimestres
_ * 1 cuatrimestre <> 4 meses
Tiempo en meses: El afio tiene 3 cuatrimestres
C-r-t * 1 semestre <> 6 meses
I'= 1200 El afio tiene 2 semestres
Tiempo en dias: \ /
_ C-r-t
36 000 PROBLEMAS Y EJERCICIOS RESUELTOS:
Monto: 1. éA qué tasa de interés anual se colocé S/ 150 000, que en 24 dias
ha producido un interés de S/ 500
M=CH+1
M=C+r7r-t) A.10%
. . , B.3%
Considerando la tasa de interés anual. C.1%
D.5%
E. 18%
Considerar: )
, RESOLUCION:
I: Interés )
Tasa de i . ‘i Del enunciado tenemos:
r: asa. e interés o rédito C =5/ 150 000
C: Capital t = 24 dias
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I =5/500

r
150 OOO-W-ZAL =500

% =5%
RPTA: D

2. Si un capital se duplicase y la tasa de interés se triplicase, el interés
en el mismo tiempo seria 200 000 soles mayor. ¢Cual fue el interés
original?

A. 28 000
B. 30 000
C. 45000
D. 40 000
E. 38 000

RESOLUCION:

Del enunciado tenemos:
I = 11 + 12

2c.3r.t _crit 1 200600
100 ~ 100

Sc.r.t it
100
c.r.t
100
Por lo tanto, el interés generado es de 40 000 soles

= 40000

RPTA: D

3. Jorge vende su PlayStation a S/ 1 500 y deposita cierta cantidad de
ese dinero en el banco a una tasa del 6 %. Al cabo de 4 meses, ese
dinero se convierte en S/ 510. ¢ Cuanto no deposité Jorge en el banco?

A.S/ 300
B. S/ 500
C.S/ 800
D.S/ 1000
E.S/ 1100

RESOLUCION:
Del enunciado tenemos:
C = capital
t = 4 meses = — anos
12

M =s/510
r = 6% anual
Del monto tenemos:
M=CA+rt)

510 = C(Lt 7055

C =500
Entonces, no depositd s/ 1000

RPTA: D

4. ¢{Qué interés produce un capital de S/ 120 000 durante 2 meses y

10 dias, colocado al 12 % trimestral?

A.S/ 11000
B.S/ 11100
C.S/ 11200
D.S/ 11 300
E. S/ 11 400

RESOLUCION:
Del ejercicio:
C = 120000
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t = 2 meses + 10 dias = 2(30) + 10 = 70 dias El interés a pagar es de s/ 360.
r = 12% trimestral = 12%.4 = 48% anual RPTA: D
Reemplazamos:
_ C.r.t 6. Dionicio se presta 10 500 soles de su amigo Carlos a una tasa de 5
36 000 % trimestral, por un periodo de afio y medio. {Cudnto de interés
_ 120 000.48.70 pagara?
36 000
- : I'="11200 A. 1215 soles
El interés producido es de s/ 11 200 B. 3 150 soles
i C. 5220 soles
; . . | D. 4 250 soles
5. Por motivos de acercarse la campaiia escolar, Kristy esta pensando E. 1800 soles
solicitar un préstamo al banco por un importe de S/ 12 000. Si la fecha i
prevista para que le depositen es el 15 de enero y ella va a pagar el 29 RESOLUCION:
de febrero de este afio (2024) a una tasa de interés simple de 8 % Del enunciad(') tefanot:
. 3 ’ Ve . 7 Ve -’ 3
cuatrimestral. ¢Cudanto sera el interés que debera pagar? Capital: s/ 10 5000
Tasa deinterés: 5 % trimestral <> 20 % anual
A.S/ 180 . =
Tiempo: t = 18 meses
B. S/ 200 .
Reemplazamos:
C. S/ 240 10 500(18)(20)
D. S/ 360 7 1200
E.S/ 420 I = 3150
; Por lo tanto, pagara s/ 3150 de interés.
RESOLUCION: RPTA: B
Sea:
Capit.al:s/112 000 . 7. Si Fabricio obtuvo de interés la tercera parte del capital en un
Tasa interés: 8 % cuatrimestral — 2% mensulal tiempo cuatrimestral equivalente a un niimero de dos cifras, una de
Tiempo: Del 15 de enero a,29 febrero — 45 dias sus cifras es el nimero que no es primo ni compuesto, con el primer
45 dias <> 1.5 meses compuesto. ¢Cual seria su tasa de interés bimestral?
Luego:
I = 120002% 15 A. 1’19 %
I'=360 B.1,22%

257



EP

RUNSA

neasezos — Ulplopzzm  VATEVATICA

C.1,34%

D.1,36 %

E. 1,49 %

RESOLUCION:

Del enunciado tenemos:
1

= C

3

t = 14 cuatrimestral

Reemplazamos:
1 C=¢ 14
30 = .T. 3
— ﬁanual

r = 7.14 % anual
Entonces
7.14 %

6
r = 1.19% bimestral

Y ——

8. ¢A qué tasa se debe colocar un capital para que en 2 afos y medios
produzca un interés equivalente a los 3/5 de los 2/3 de la mitad del

monto?

A.25%
B.10 %
C.12%
D.15%
E. 16 %

RESOLUCION:
Del ejercicio:

3(2/(1

51=C+1
41 =C

C T (5 C)
4 100\2
r=10%
Por lo tanto, se debe colocar a un interés de 10 % anual

Donde:

RPTA: B
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6.3 PRODUCTO CARTESIANO, RELACIONES BINARIAS Y
FUNCIONES

6.3.1 PRODUCTO CARTESIANO
Dados dos conjuntos A y B no vacios, se llama producto cartesiano de

A por B, al conjunto formados por todos los pares ordenados (a; b)
talesquea€ Ayb €B
AxB ={(a;b)/a €A N b€ B}

Ejemplo:
Sea:
A={1;2}
B ={5;7}
Hallar:
AXByBXxA
Resolucion:

AxB={(1;5),(1;7),(2;5),(2;7)}
BxA={(51),(52),(71),(72)}
Observacion:
A X B # B X A, es decir el producto cartesiano no es conmutativo.
4 N
PROPIEDADES:
. AXB=BXA<A=B
. n(AxB)=n(A)xn(B), si los conjuntos A y B son
finitos. n(4),n(B): nimero de elementos de Ao B
M. AXB=0eA=Q0VB=0

\_ /

Los siguientes teoremas establecen que la operacidn de producto

cartesiano distribuye sobre la unién vy la interseccion.

~

TEOREMA:

Si A, B y C son conjuntos, entonces:
. AX(BUC)=(AXxB)uAXxC)
1. AX(BNC)=AxB)N(AxC(C)
. (AuB)xC=(AxC)Uu(BxC(C)
Iv. ANnB)xC=AxC)Nn(BxC(C)

- )

6.3.2 RELACIONES BINARIAS:
Dados dos conjuntos A y B no vacios, se denominara relacion R de A

en B a todo subconjunto del producto cartesiano A X B

Simbdlicamente:

[ R es una relacionde AenB < R Cc A X B ]

Ejemplo:
Dados los conjuntos A = {1; 3; 5} y B = {0; 2}, cuyo producto
cartesiano es: A X B = {(1;0); (1; 2); (3; 0); (3; 2); (5; 0); (5; 2)}
Se tiene:
Ry ={(1;0);(1;2); (3;2)}
R, = {(1;2); (3;0); (5; 0); (5;2)}
R; ={(1;0); (5;2)}

R4 = Q)
Son relaciones de A en B.
Nota:
R
R:A->BVA-B
Se lee:
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Relacion R de A en B. 6.3.3.1 DOMINIO Y RANGO DE UNA FUNCION
6.3.3.1.1 DOMINIO DE UNA FUNCION

6.3.3 FUNCIONES

FUNCIONES DOMINIO DE UNA FUNCION
I
Una funcién es una relacion binaria f:A — B Es el conjunto formado por las primeras componentes de
que asigna a cada elemento del conjunto 4 un los pares ordenados de la funcién.
Unico elemento del conjunto B.
\Dom(f) = {ac A/b€ B A(a;b) € f}]

Es decir: f = {(x;¥)/y = f(x)}

De donde: y = f(x) es regla de Para poder calcular el dominio de una funcién
correspondencia | debemos tener en cuenta las siguientes
restricciones:

o0

y” es la variable dependiente

I.  El denominador debe ser diferente de cero.

II. El radicando de una raiz de indice par debe ser
mayor o igual que cero.

lll. En la funcién Logaritmo: [f (x) = log.x |

Vx >0, a>0y a+1
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PROBLEMAS Y EJERCICIOS RESUELTOS:

6.3.3.1.2 RANGO DE UNA FUNCION
1. Una pareja de estudiantes en un momento libre se hicieron la

siguiente pregunta, ¢{Cudntas relaciones de dos elementos tiene la
palabra del conjunto “A”?
A ={a;m; 0}

RANGO DE UNA FUNCION

Es el conjunto formado por las segundas componentes de
los pares ordenados de la funcién.

[Ran(f)= (beB/acA A (ab) € f}]

0

mooOow»
AN 0 O =

L Para la determinacion del rango de una funcion,

tenemos tres métodos: RESOLUCION:

Del conjunto

e Analitico: Se parte del dominio y se construye A ={a;m; o}
la funcion. Desarrollamos el producto cartesiano “A%”:
e Algebraico: Se despeja la variable “x” la cual AXB

quedara en términos de la variable “y”, luego
se analiza los valores que puede asumir la

o“..n

variable “y”.
e Grafico: Se analiza el comportamiento de la

“uy,n

funcidn en el eje “y”.

Nos pide encontrar todas las relaciones que tenga dos elementos:
R, ={(a; @), (a; m)}
R, ={(a; @), (a;0)}
R; = {(a;m), (a; 0)}
Ry = {(m; a), (m; m)}
Rs = {(m; a), (m; 0)}
Re = {(m;m), (m; 0)}
R; = {(0; a), (0;m)}
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Rg = {(0;a); (0;0)}
Ry = {(0;m); (0;0)}
El conjunto “A" tiene 9 relaciones de 2 elementos.
RPTA: B

2. Maria le pregunta a su papa, a los cuantos afos ingresara mi
hermanito a la primaria. “Debes hallar la suma de los elementos del
dominio de larelacién en A”:

A={1;2;3;4;5}

R, ={(x,y) € AX A/x + y < 4} y hallaras su edad.
¢A los cuantos afos estara en primaria?

A. 8 anos
B. 6 ailos
C. 10 anos
D. 5 anos
E. 12 afos

RESOLUCION:

Del conjunto:

A=1{1;2;3;4;5}

Desarrollamos el producto cartesiano “A X A”:

(1;1);(1;2); (1;3); (1;4); (1;5); (2, 1); (2; 2);
a2 = 1 (2330 (24);(2;5); (3, 1); (3 2); (35 3); (3; 4);
(3;5); (45 1); (4 2); (4 3); (4;4); (4;5); (5; 1);
(5;2);(5;3);(5;4); (5;5)
Obtenemos la relacion R;:
Ry ={(1;1);(1;2); (1;3); (2;1); (2;2); (3; 1}
Nos pide hallar la suma de los elementos del dominio:
Dom(Ry) = {1;2; 3}
Por lo tanto:
1+2+3=6
El hermanito de Maria ingresara a los 6 afios.
RPTA: B

3. Dados los conjuntos A = {—2;1;0} y B = {—1;0; 2}. Hallar el
producto de los nimeros enteros diferentes de cero de la relacion
R, = {(x;y) € B x A/ x* — 2y > 3}, de su dominio y rango:

RESOLUCION:
De los conjuntos
A={-2;0;1} AB={-1;0;2}
Se tiene:
R, ={(x;y) EBxA/x*—2y >3}
Desarrollamos el producto cartesiano B X A:
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A1 (\AxB

cun fon @

' 1

10 |00 (o

1 of 2 B
.njﬁflai?J.”C?if?lnui?LT?J

! 2 ]

e A {(—1; —-2); (=1;0); (—1;1); (0; —2); (0; 0);}
i (0;1);(2;-2);(2;0);(2; 1)

Los pares ordenados que cumple la relacién cuya desigualdad “x? —
2y = 3” son:
Ry = {(-=1;-2); (0; =2); (2; =2); (2; 0)}
Dominio:
Dom(R;) = {~1;0; 2}

Rango:

Ran(R;) = {-2; 0}
El producto de valores es:

(=D(-2)(2) =4
Por lo tanto, el producto de los nimeros enteros diferentes de cero es
4

RPTA: E

4. Determinar el valor de “x” e
(5x+2y;-4) = (-1;2x—4)

“y” de tal manera que se cumpla:

1
Oy;
1
Oy—;
0Oy?2

OonNwp
ul
<
—_

E. Oy g
RESOLUCION:
Por definicién de funcién tenemos:
Gx+2y;—4)=(—1;2x — 4)
S5x +2y =—-1.... (*)
—4=2x—-4 ... (**)
Desarrollando (**) tenemos:
2x —4 = —4
2x =0
x=0
Reemplazando x = 0 en (*) tenemos:
5x +2y =-1
0+ 23.==1
1
VS 2
~ Losvaloresson: x =0ey = —%.

RPTA: C

5. Sea la funcion:

f(x) = ax*+ b,conx € R
Los pares ordenados (0; 3); (2;2) y (3;r) son puntos de la funcién,
Calcular el valor de “r”

Blw W N

A
B.
C.
D
E

RESOLUCION:
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A partir de la funcién: U={x/x€eN,0<x <20}
fx)=ax?+b U={1;2;3;..;19}
Remplazando los puntos para encontrar “a” y “b” tenemos:
Con (0;3) Piden: n(A x B) = n(A).n(B)
3=a(0)?+5b
b=3 Obtencién de n(A):
Con (2;2) Dato:
2=a(2)?+3 -2<x<8
W -4 < 2x <16
o, W7 AcU
Con (3;7) A={1;2;3;..;15}
— n(A) = 15
- _1(3) w3 Obtencion de n(B):
= P
4 2
Por lo tanto, el valor de: r = % 6<x+1<10
RPTA: C 5<x<9
15 < 3x < 27
6.5tAcU,BcU B ={16;17;18; 19}
n(B) =4

U={x/xeN,0<x<20}

A={2x/-2<x<8} Piden:
x+1 n(A x B) = n(A).n(B)

B — {Bx/ 3< =< 5} n(A X B) = (15)(4)=60
Hallar: n(A x B). RPTA: C
A. 12 7. Sea el conjunto A = {1; 2; 3; 4; 5}, se definen las funciones:
B. 25 f=1{(2;4),(1;5),(3;m),(2;5s),(4;3),(5; b)}
C. 36 g={(x;y) €AxA/y =mx + b}
D. 46 Se cumple: f(2) =g(1) A f(1) = g(2).
E. 60 Determinar la suma de los elementos del rango de g.
RESOLUCION: A.7

B. 10

Dado:
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C. 8 Pide la suma de los elementos del rango de g.
D. 30 4+5+6+7+8=30
E. 2 RPTA: D
RESOLUCION: 8.Si:
Datos: g(x) =+/x, donde Dom(g) c UyRan(g) c Z
f={2;9),(1,5),(3;m),(2;s),(4;3), (5 b)} U={-4,-9;,-1;0;1;2;4;9;10; 16}
g={(xy)€AxA/y =mx+ b} Calcular la suma de los elementos del rango.

Se cumple:

@) =g A. 11

4=m()+b B. 10

4=m+b>b C. 13

Se cumple: D. 14

fQ)=g() E. 15

5=2m+5»b
Hallamos "m" y "b" con sistema de ecuaciones: RESOLUCION:
{ m+b=4 {—m Dt Del enunciado:
2Zm+b =5 2Zm+b =5 g(x)z\/E
Por restricciéon del dominio: x = 0
m=1y b=3

Reemplazamos: Por dato:

9(x) =mx + b Fily

gx)=x+3 9

Por dato:
Dom(g) = A = {1;2; 3; 4; 5} U={-4;,-9,—-1;0;1;2;4;9;10; 16}

Calculamos el rango:

gD =1+3=4 Segun regla de correspondencia

g2)=2+3=5 9() =x
g3)=3+3=6

g4)=4+3=7 g(®=v0=0

g(5)=5+3=8 g =vi=1

= Ran(g) = {4;5;6;7; 8} g@) =V4=2

g(9) =v9=3
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g(16) =V16 =4

g = {(0;0)(1; 1)(4; 2)(9; 3)(16; 4)}

Por lo tanto:
~ Dom(g) ={0;1;4;9;16 }
Ran(g) = {0;1; 2; 3; 4}

Piden suma elementos del rango:
0+14+2+3+4=10
RPTA: B
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6.4 FUNCION CONSTANTE E IDENTIDAD
FUNCION CONSTANTE

I FUNCION IDENTIDAD

Una funcidon es constante si su regla de correspondencia
es f(x) =k Se llama funcién identidad a la funcién que hace

corresponder a cada nimero real el propio numero. Se

donde "k" es una constante, es decir: representa por f(x) = x.

f ={(x;y) ERxR/y = k}] f={(x;y) ERxR/y = x}|
Su dominioes R Su dominio es R
El Rango es {k} El Rango es R
Es una funcidn impar (simétrica con relacidn al origen de
y : : : : : coordenadas).
o W @
k fix) =k
: : . 3
| 2 S
1 2 3 4 X 1
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PROBLEMAS Y EJERCICIOS PROPUESTOS:

RPTA: C
1. Calcular el rea de la region formada por las funciones f(x) = 4 A
g(x) = x y el eje de ordenadas. 2. Calcular el drea de la regién formada por las funciones:  f(x) =
—6 A g(x) = x, y el eje de ordenadas.

A. 5u?
B. 10 u? A. 15 u?
C. 8u? B. 17 u?
D. 6 u? C. 18 u?
E. 12 u? D. 10 u?
E. 8u?
RESOLUCION:
Hallamos la interseccién de las funciones f y g: gx) = f(x) RESOLUCION:
x=4-94)=4 Hallamos la interseccién de f y g:
El punto de interseccidn es: (4; 4) gx) = f(x)
Graficando las funciones y obtenemos: x=-6-g(-6)=—
El punto de interseccién es: (—6; —6)
ve g(x) = x Graficando las funciones y obtenemos:
x) =4
3 & 5 YA  g=x
! -
| | ¥
- _ 4 — i - f(x) = -6
1 — '—5
Al graficar obtenemos un tridngulo rectangulo
Labase:b =4 Al graficar obtenemos un triangulo rectangulo:
La altura: h =4 La base:b =6
El drea del tridngulo rectdngulo es: Altura:h = 6
4)(4) El area del triangulo rectangulo es:

A=
2
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~ A =18u?
RPTA: C

3. Carla ha juntado todas sus propinas para comprarle un regalo a su

sobrina por navidad, dicho monto esta dado por "4a + 5b" soles. Si

"a" y b" se obtienen de la funcidn identidad:
fx)=bx+a(1l—x)—2x—-3

¢Cuanto fue el monto que logré juntar Carla?

A. 50 soles
B. 40 soles
C. 42 soles
D. 60 soles
E. 30 soles

RESOLUCION:
Del ejercicio:
fx)=bx+a(l—x)—2x—3
f(x)=bx+a—ax —2x—3
fx)=b—a—-2)x+a-3
Comparando con la funcion identidad:

f(x) =x
a—3=0 b—a—-2=1
a=3 b—a=3
b—3=3

b=6

Reemplazamos en: 4a + 5b
4(3) + 5(6) = 42
Por lo tanto, el monto que logrd juntar Carla es de 42 soles
RPTA: C

4. Carlos compré "a+ b + c + d" articulos a 10 soles cada uno,
donde a,b,cyd se encuentran en el dominio de la funcion
constante:

F = {(mn;m —n),(m;2),(m +n;n), 3m;m — 2)}
¢Cuanto gasto Carlos?

A. 300 soles
B. 120 soles
C. 200 soles
D. 350 soles
E. 150 soles

RESOLUCION:
Como "F" es funcidn constante entonces igualamos las segundas
componentes:
m—-n=2=n=m-—2
Igualando obtenemos:
n=>2 -

Reemplazamos en:
F = {(mn;m —n), (m; 2), (m + n;n), 3m;m — 2)}
F=1{(8;2),(4;2),(6;2),(12; 2)}
Dom(F) = {4;6;8;12}
Entonces:a =4,b=6,c =8yd =12
La cantidad de articulos que compré Carlos es:
a+b+c+d

44+6+8+12 =30
El gastd por los 30 articulos es:

30(10) = 300 soles
Por lo tanto, Carlos gasté por los 30 articulos 300 soles

RPTA: A
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5. A una reunion asistieron "b" hombres y "a" mujeres, en un RPTA: D
momento dado todas las mujeres bailan. Si los valores de "a" y "b"

se obtienen de la funcidn identidad:
fO=x+a)x—1)-(x+2)?*+b
éCuantos hombres no bailan?

mooOw>»
N DS UTOY W

RESOLUCION:
Del ejercicio:
f=Gx+a)(x—1)—-(x+2)2+b
fX)=x*—x+ax—a— (x*+4x+4)+b
fX)=x*—x+ax—a—x*>—4x—4+b
fx)=ax—-5x+b—a—4
f)=(@a—-5x+b—a—4
Comparando la funcién identidad:
flx)=x
a—5=1 b—a—-—4=0
a==6 b—6—-4=0
b=10
Luego: Hombres: 10
Mujeres: 6
Como todas las mujeres bailan
# Mujeres bailando = 6
# Hombres que bailan = # mujeres bailando
# Hombres que bailan =6
Los hombres que no bailan son:
10-6=4
Por lo tanto, 4 hombres no bailan

6. Un médico observa que la cantidad de pacientes que vienen a su
consultorio en un dia, esta dada por: f(n—1) + 4f(n? +1).Si"f"
es una funcion constante y se cumple que:

f2n+1)+ f(2n) =5f(8n) — 18
¢Cuantos pacientes por dia vinieron a su consultorio?

A. 20
B. 48
C. 30
D. 15
E. 40
RESOLUCION:
La regla de correspondencia de funcién constante es: f(x) = k
f@2n+1)=k
fi2n) =k
f(8n) =k

Reemplazando en:
f@2n+1)+ f(2n) =5f(8) — 18
k+k=5k—18

18 =3k

k=6
La regla de correspondencia de funciéon constante es: f(x) = 6
Nos piden:

f(n—1)+4f(n?+1)
6+ 4(6)
30
Por lo tanto, 30 pacientes vinieron al consultorio
RPTA: C
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7. En la empresa “TISUR” se observé que las ganancias no 8. Bitel ofrece a sus clientes el servicio de internet ilimitado, por un
aumentaban, ni disminuian en varios aios, se logré modelar pago mensual de 35 soles. Si la situacion planteada esta representada
matematicamente segun la funcion g(x) que representa la ganancia por la siguiente funcidn constante:

de cada afio en millones de soles; representada por la siguiente fX)=b(1+x)+a(l1—x)—2x+3

igualdad:
g(2019) + 3g(2020) _

g(2021) -3
Determinar la ganancia en los 3 ailos consecutivos que no varid.

20
17
18
10
12

mooO®»

RESOLUCION:
Segun el enunciado al no haber ganancias, ni pérdidas la funcién es

constante:
g(2019) + 3g(2020) _

g(2021) — 3
C +3C
cC—3
4C = 8(C - 3)
4C =8C — 24
6=C
Nos piden calcular g(2019) + g(2020) + g(2021)
6+6+6=18

Por lo tanto, la ganancia de los 3 aifos es 18 millones de soles

RPTA: C

Calcular: b? — a?.

A. 100
B. 144
C. 64
D. 80
E. 34

RESOLUCION:
Del enunciado:

fx)=b(1+x)+a(l—x)—2x+3

fx)=b+bx+a—ax—2x+3
f)=(b—-—a—-2)x+b+a+3
Segun el enunciado la funcién es constante:
fx) =
f(x) =35
Comparando:
b—a—-2=0 - b—a=2
b+a+3=35 - b+a=32
Resolviendo el sistema de ecuaciones:
b—a=2
b+a=32
2b = 34
b=17 y a=15
Nos piden:
b? — a? = 17? — 152
b? —a? = (17 — 15)(17 + 15)
b? —a? = (2)(32) = 64

RPTA: C
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6.5 FUNCIONES ESPECIALES 6.5.2 FUNCION AFIN

6.5.1 FUNCION LINEAL [ FUNCION LINEAL AFiN ]
[ FUNCION LINEAL ]

~

e ~ Tiene por regla de correspondencia:
Tiene por regla de correspondencia: fxX)=mx+b
f(x) = mx donde m, b + 0, ademas m es la pendiente y b es la
donde m # 0 y m es la pendiente con (0; 0) como ordenada al origen y representa la distancia desde el
punto de corte. punto donde la gréfica corta el eje "y" hasta el origen de
coordenadas.
Dominio: Dom(f) = R A Rango: Ran(f) = R L) \_ )
K| A
- A - — S
y F(x) = mx ); f(x)=mx+b | |f(x)=mx+b
fx) =

1 1 2 3 4 x -4 -3 -2 -1 1 X

p . _b\ =

. » ) La gréfica de la funcidn f resulta ser una recta oblicua a la
La grafica de la funcidn f resulta ser una recta oblicua . . . - .
derecha si m > O(creciente); y es oblicua a la izquierda si

a la derecha sim > 0(creciente); y es oblicua a la .
. . . m < O(decreciente).
izquierda si m < 0(decreciente). \_ J
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1. La edad de Leonardo es: ab . Sabiendo que el rango de:f(x) =

3x —2;six € [1;3] es: [a; b]
Determinar la edad de Leonardo.

A. 15 anos
B. 18 aios
C. 19 afios
D. 20 anos
E. 17 anos

RESOLUCION:
A partir de:
f(x)=3x-2

El dominio: [1; 3]
Hallamos el rango a partir del dominio:

1<x<3
Multiplicamos por 3:

3<3x<9
Restamos por 2:

3—2<3x—-2<9-2

1<3x—-2<7
1<f(x)<7
El rango de f(x): [1;7]
Comparando:
[a; b] = [1;7]
a=1
b=7

~ La edad de Leonardo es 17 anos

RPTA: E

2. Sea f(x) una funcién lineal, si f(4) =10,y f(2) = 8 .Calcular

RESOLUCION:
Por definicion:
fx)=mx+b

Reemplazando en f(4):

f(4)=m#4)+b

10 =4m+b ..(0)
Reemplazando en f(2):

f@2)=m@2)+b

8=2m+b..(ii)
Por el método de eliminacion:

10=4m+b»b
—8=-2m-—=>»

2=2m

m=1
Reemplazando: 8 = 2(1) + b

6=>»
Porlotanto: f(x) =x+ 6
Entonces: f(6) =6+ 6

£(6) =12

RPTA: E

3. Calcular el drea de la regién formada por las funciones: f(x) =
3x—8; g(x) =4—x, con la interseccion del eje de las

ordenadas.
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A. 9 u? y = -8
B. 24 u? gx)=4-0
C. 36 u? y=4
D. 18 u? Hallamos el area:
E. 27 u? L
2
RESOLUCION: a4 1203
Ubicamos los puntos de interseccion: 2
f(x) =3x—38 A=18
g(x) =4 —x = El 4rea del tridngulo es 18 u?.
Igualamos: RPTA: D
3x—8=4—x
3x +x=4+8 4. Una empresa cobra a sus consumidores de energia eléctrica una
4x = 12 tarifa base de s/5 por mes mas s/ 0,10 por cada kilowatt hora.
x =3 ¢Cuanto se pagara si se consumieron 130 kilowatt en un mes?
Reemplazando:
y=4-3 A.s/18
y = 1 B. 5/25
Interseccidon: entre f(x) A g(x) (3; 1) C. s/15
D.s/12
y E. s/28
g(x)\ ]
RESOLUCION:
4 f(x) La forma de la funcidn lineal:
5 y f(x)=ax+b
: Reemplazando:
/ 3 N\_X £ = (0,10)x + 5
-8 x = Energia consumida
y = Costo mensual
Hallamos el costo de la energia consumida:
f(x) =(0,10)(130) + 5
La interseccién de f(x) con el eje de las ordenadas: f(x)=13+5
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fx) =18
= El costo de la energia consumida es S/18
RPTA: D

5. El costo de fabricacion de 20 sillas es 600 soles y el costo de
produccion de 40 sillas es 1000 soles , se sabe que es un modelo de
costo lineal, calcular el costo de 50 sillas.

A. 1200 soles
B. 1400 soles
C. 1500 soles
D. 1300 soles
E. 1100 soles

RESOLUCION:
Del enunciado podemos deducir las coordenadas:
(20; 600) , (40;1000)

Por definicion:
f(x)=ax+b
Reemplazamos (20; 600)
£(20) = a(20) + b
600 =20a + b ... ()

Reemplazamos: (40; 1000)
f(40) = a(40) + b
1000 = 40a + b ... (ii)

Resolvemos (i) y (ii):

1000 =40a + b
—600 = —20a —»b
400 = 20a
a=20

Reemplazando “a” en: 600 = 20a + b
600 = 20(20) + b
600 =400+ b
b =200
La funcién es: f(x) = 20x + 200
El costo de 20 sillas: f(x) = 20(50) + 200
f(x) =1200+ 200
f(x) =1200
= El costo de 50 sillas es 1200 soles
RPTA: A

6. Si la temperatura a nivel del suelo es de 20°C y la temperatura a
un kildémetro de altura es de 10°C.éiQué temperatura habra a un
kilometro y medio de altura?

RESOLUCION:
Del enunciado podemos deducir las siguientes coordenadas:
(0;20),(1;10)
En la funcién: f(x) = mx + b

f(0)=m(0)+b

20=0b

Reemplazando :

f()=m(@)+b

10=m+5»
10=m+ 20
—10=m

La funcidn es:
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f(x) = —10x + 20 32)—2=6—-2=4
La temperatura a un kilémetro y medio es: Por lo tanto:
f(x) =—-10(1,5) + 20 Francisco le da 4 caramelos a su hermanito.
f(x) =—-15+20 RPTA: B
f(x) =5
= La temperatura a un kildémetro y medio es 5°C. 8. En una tienda de electrodomésticos se vende 400 licuadoras a un
RPTA: E precio de 600 soles, debido a la competencia con otras tiendas se
decide modificar el precio a 200 soles, por lo cual vendié 1600
7. Francisco le da a su hermanito "3m — n" caramelos. Sabiendo que licuadoras. Asumiendo que la funcién de la demanda es lineal. Hallar
f(x—=2)=mx+n; f(-1)=4; f(-=2) =2 .iCudntos caramelos la demanda cuando el precio es de 300 soles.
le dié Francisco a su hermanito?
A. 1200
A.0 B. 1300
B. 4 C. 1400
Cc.7 D. 1500
D.1 E. 1600
E. 2
] RESOLUCION:
RESOLUCION: Del enunciado, bosquejamos:
Del enunciado: Nimero de
f(x L 2) =mx +n licuadoras A\
Hallamos f(—1) reemplazando: x = 1, tenemos: 1600 + - - -2
fA-2)=m@ +n
f(-1)=m+n
4=m+n
Hallamos f(—2), reemplazando: x = 0, tenemos: 400 1 ----
f(() —2)= TE(O) n 200 300 600 Precio
f(—Z) =n en soles
2=n . .
Reemplazamos: 1 = 2, entonces: Si la demanda es lineal, entonces:
4=m42 f(x)=ax+b
2=m Reemplazamos los puntos:

Calculamos: 3m — n Para (200; 1600)
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f£(200) = a(200) + b = 1600
b =1600 — 200a ... (i)

Para (600;400)
f(600) = a(600) + b = 400
b =400 — 600a ... (ii)
Igualamos (i) y (ii)
1600 — 200a = 400 — 600a

400a = —1200
a=-3
- b = 2200

Entonces: f(x) = —3x + 2200
Luego hallamos f(300):
f(300) = —3(300) + 2200
= 1300
Por lo tanto:
La demanda cuando el precio es de 300 soles, es de 1300 licuadoras.
RPTA: B
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6.6 FUNCION CUADRATICA

Cuandoa >0
La pardbola se abre hacia arriba.
Y Dom(f) =R
Ran(f) = [k; +e0)
[ FUNCION CUADRATICA ]
4 I
Tiene por regla de correspondencia:
f(x) =ax*+bx+c x
donde a #0; a,b,c € R. La grafica de la funcién /f(x)
cuadratica es una parabola que corta al eje "y" en la e
coordenada (0; c). Tiene como vértice el punto (h; k), tal . ]
que: De ahi, se tiene un valor minimo en k.
b b b  4ac-b? A A
V(h'k)_('ﬁ'f(_ﬂ))o('ﬂ' ta ) - a
Cuandoa <0
Forma Ordinaria: |f(x) = a(x —h)? + k La pardbola se abre hacia abajo.
\ j hy
Dom(f) =R
Ran(f) = (—o0; k]
De ahi, se tiene un valor maximo en k.
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6.6.1 ESTRATEGIAS PARA HALLAR EL VERTICE DE UNA PARABOLA

EJEMPLO: Hallar el vértice de la funcion:
y=—-x2—6x+4
Aplicando la Férmula:

e (h-2)

fX)=y=-x*—-6x+4

—(-6)
hE 2(-1)
h=-3
k% f(3$3)
k==—(—3)2—6(=3) + 4
k=13

[V =(k k) = (-3;13)|

Convirtiendo a la forma ordinaria (completacién de cuadrados):

f(x) =alx—h)*>+k
fx)=y=-x*>—6x+4
flx) =—(x?*+6x)+4
fx)=—-(x?*+6x+9-9)+4
fx) =—(x?>+6x+9)+9+4
f(x) =—-(x+3)2+13

V= (kK =(-3;13)|

Aplicando derivadas:
f)=y=—x*—6x+4
Derivamos:

f)=y=—-x*—6x1+4x°...(D)
y' =—(2)x?71 - (1D)6x1"t +0(4)

y' = —(2)xt — (1)6x° + 0(4)

Luego: —2x—6=0
x=-3
- k=-3
Hallamos f(—2) en (I):
k=f(-3)
k=-(-3)2—-6(-3)+4
k=13

V= (h k) =(-3;13)|

6.6.2 ANALISIS DE LA DISCRIMINANTE

Se tiene la ecuacién: f(x) = ax® + bx +c
La discriminante:

A>0 \y

La parabola

corta al eje
“x” en dos X1 X2

puntos.

A=0 B

La parabola
corta al eje
“x” en un
punto.

X1
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La parabola
no corta al
eje “x”.

PROBLEMAS Y EJERCICIOS RESUELTOS:

1. Indicar el mayor valor del rango de la funcién cuadratica:

f(x) =-3x*>+5x—4
23

12
25

12
23

6
23

12
23

6

m o o = >

RESOLUCION:
En la funcién:

f(x) = —-3x2+5x—4
Determinamos el vértice con la formula:

Vi k) = (—%:f(—%))

Donde:

Reemplazando:

q
6
(5) _ 3(25) 4 25 4
&)= 36/ 6
<5> _ —25+50-48 -23
6/ 12 V)
- (5 . —23)
- \6’ 12
Como: a = —3 < 0, es concava hacia abajo, posee un maximo.
Ran(f) ] -3
= |—00;——
an(f 12
Por lo tanto, el mayor valor del rango es _1—223
RPTA: A

2. Determinar la interseccion de los rangos de las funciones
cuadraticas:
fx)=-3(x-1)2%+6
gx)=2(x—-1)2%-3
3;6(
-3;6]
3;—6[
3;
3; —6]

mooOw>
= e
| O |

RESOLUCION:
Reconocemos que ambas funciones tienen la forma ordinaria:
fx) = alx—h)*>+k
En la funcidn:
fx)=-3(x—1)2+6
Determinamos el vértice:
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Donde:
h=1; k=6
~V(h k) =(1;6)
El factor de formaes: a = —3

Como "a < 0", es cédncava hacia abajo y posee un maximo.

El rango sera:
Ran(f) = ]—o0; k]
Reemplazando:
“ Ran(f) = ]-o0; 6]
En la funcion:
g(x)=2(x—-1)2-3
Determinamos el vértice:
Donde:
h = ; k=-3
~V=(hk)=(1;,-3)
El factor de formaes: a = 2

Como "a > 0", es cdncava hacia arriba y posee un minimo.

El rango sera:
Ran(g) = [k; +oo[
Reemplazando:
~ Ran(g) = [-3; +0o[
No pide:
Ran(f) n Ran(g) = ]—0; 6] N [-3;+oo[

Ran(f) n Ran(g) = [-3; 6]
Graficando:

3. La funcién cuadritica f(x) =x*>+3x+3
minimo en “b” cuando x = a. Calcular "a + b".

A -

mo 0 ®
=N RS

RESOLUCION:
De la funcidn:
flx) =x*+3x+3

Determinamos el vértice, completando cuadrados:

f(x) =x*+3x+3
2 3.2

f(x)=x2+3x+<;> _<§> +3

RPTA: B

alcanza su valor
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flx) = Ixz + 3x + (;)Zl — (;)2 +3

2

f(x)=(x+§) —2+3

2 ) 4
3 3
F@=(x+3) +5
Determinamos el vértice:
V(h-k)—( 3-3)
"N\ R4

El factor de formaes: a =1

Como "a > 0", es cdncava hacia arriba y posee un minimo.

El minimo valor es"k", cuando "x = h":

o .
F2 ' N 3

Del enunciado, el minimo valor es "b", cuando "x = a":
Por lo tanto:

3 b 3
“T2 ' °"72
Nos pide calcular:
+b = N
“T D 8
~a+b= 4
S = 4

RESOLUCION:
Por dato:

f(4) =-12
Reemplazando en la funcién:

f(4) =a(4)?*+4=-12

16a +4 =—-12
16a = —16
~a =-—1
Reemplazamos en la funcién:
f(x) =ax*+4
flx) = —x%+4

Determinamos el vértice:

Vhik) = (—%:f(—%))

Donde:
a=-1;, b=0; c=4
h = 0 _ 0
2(-1)
k=f(0)=—-(0)2%+4)=4
= V(0;4)
Comoa = —1 < 0, escdncava hacia abajo, posee un maximo.

~ Ran(f) = ]—oo; 4]

4. Determinar el rango de la funcién cuadratica: f(x) = ax? + 4, si

RPTA: C
f(4) = —12.
A. [4: +oo] 5. La temperatura de una sustancia a la que se le aplicé una reaccién
B- ]_'oo_ _4] quimica esta modelada por la funcién F(t) = 0,25t> — 4t + 30,
C' ]_oof 4] donde "F" se mide en grados centigrados y "t" es el tiempo en horas.
D. ]_oof 0] Determinar la variacién de la temperatura en las primeras 8 horas.
E. ]_oo: o[ (Examen Ordinario | fase 2024 — Biomédicas)
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A. Disminuyo en 16°C
B. Aumento en 14°C
C. Aumentod en 16°C
D. Disminuyd en 30°C
E. Disminuyd en 14°C
RESOLUCION:
Del dato:
F(t) = 0,25t% — 4t + 30
Donde:
y = F(t): temperatura en °C.
t: tiempo en horas.
Para:t =0
F(0) = 0,25(0)2 — 4(0) + 30
F(0) =30
Para:t =8
F(8) = 0,25(8)2 — 4(8) + 30
F(8) =14
Por lo tanto, disminuyd en:
30— 14 = 16°C

RPTA: A

6. Una piedra es lanzada verticalmente hacia arriba desde una cierta
altura, llega a un punto donde alcanza una maxima altura y cae sobre
el suelo, su trayectoria es la funcién: f(x) = —(x — 3)? + 16, hallar
la altura inicial y la distancia desde el punto (0; 0) hasta impactar el
suelo.

AL 7Tmy7m
B. 4my7m

C. 2Z3my2m
D. 5my12m
E. 8my8m

RESOLUCION:

Del dato:
fx)=—-(x—-3)2+16

Hallando la altura inicial:

Para:x =0
flx)=—-(x—-3)2+16
f(0)=—-(0-3)2%+16
f(0) =—=(=3)*+16
f(0)=-9+16
f(0)=7m

Entonces, la altura desde donde fue lanzado la piedra es de 7 m.

Cuando la piedra impacta al suelo:
fx)=—-(x—-3)2+16
0=—-(x—-3)2+16

(x—3)?=16
e 3
x=31+4
X1=3+4 \Y x2=3—4‘
X1 =7 V. ox,=-1
Se descarta "x, = —1", porque la distancia no puede ser negativa

Por lo tanto, la distancia hasta impactar el suelo es de 7m.
RPTA: A

7. En un laboratorio clinico se introdujeron en un tamiz 399 acaros
qgue comenzaron a reproducirse. Al cabo de cierto tiempo se modificé
el medio y el nimero de acaros comenzé a disminuir. Sabiendo que
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la cantidad de dichos acaros, al cabo de “t” minutos esta dado por la
siguiente funcion: f(t) = —t? + 2t + 399. Determinar el tiempo en
que se extinguio la poblacion de acaros.

15u
20u
21u
41u
25u

moo®p

RESOLUCION:

Del enunciado se deduce:
La poblacidn se extingue cuando la cantidad de acaros es cero.
f@® =0

Reemplazando:
f(t) =—t?+2t+399
0=—t%+2t+399
0=(t+19)(t—-21)
t+19=0 v t—-21=0
t, = 19 et Rl

Se descarta "t; = —19", porque el tiempo no puede ser negativa
Por lo tanto, a los 21 minutos se extinguio la poblacién de acaros.
RPTA: C

8. Una compaiiia americana fabricante de baterias para vehiculos
100% eléctricos, tienen costos semanales de produccién
expresados por: C(x) = 3000 — 30x + 0, 25x2.

Donde "C(x)" es el costo total en délares y "x" es el numero de
unidades producidas. Determinar nimero de baterias producidas
cada semana para dar un costo minimo.

A. 40 baterias.

B. 60 baterias.
C. 11 baterias.
D. 30 baterias.
E. 52 baterias.

RESOLUCION:

Sea la funcién costo semanal de “produccion:
C(x) = 3000 — 30x + 0,25x2
Ordenamos:
C(x) = 0,25x% — 30x + 3000
En el vértice se la cantidad de baterias para que el costo minimo.
Calculamos el vértice, con la formula:

V=(h;k)=<—%;f<—%))

a=0,25;
Reemplazando:

Reconocemos:
b = —-30; c = 3000

—b —( 30)

" 20 2(025)

h = 60
Calculamos "k":
k = C(h)
k = 3000 — 30(60) + 0,25(60)2
k = 3000 — 1800 + 0,25(3600)
k = 3000 — 1800 + 900
k = 2100
Entonces:
V = (h;k) = (60;2100)
Por lo tanto, se deben fabricar 60 baterias para su costo sea minimo.
RPTA: B
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6.7 FUNCION VALOR ABSOLUTO Y FUNCION RAIZ CUADRADA » ,
Cuando la grafica se traslada a la forma:
6.7.1 FUNCION VALOR ABSOLUTO |f(x) —alx—hltka= 0|

(h; k) es el vértice o inicio de la grafica
“a” indica la extension y direccion de la gréfica.

FUNCION VALOR ABSOLUTO

N

La funcién valor absoluto f(x) = |x|, cuya regla de y
correspondencia es:

six >0

X,
flo = |x|:{—x six <0 f(x)

)

Su gréfica es una funcién a trozos dada por dos funciones
lineales tal que:

A

Dom(f):x € R
Ran(f):y € [k; +oo)

Dom(f):x € R
Ran(f):y € [0; +o0)
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RECUERDA QUE

El valor absoluto de un ndmero, nos indica que

tan lejos estd el nimero del cero.

6 unidades 6 unidades

N\ AN
r L

< 1 |
t

—6 0
|—6| = 6 l6| =6

= 3

Transformaciones de la funcidn valor absoluto:

Desplazamiento Vertical

y=fx)+c La grafica sube “c” unidades

y=fx)-c La grafica baja “c” unidades

Desplazamiento Horizontal

y=f(x+c) La grafica se mueve a la izquierda “c” unidades
y=f(x—rc) La grafica se mueve a la derecha “c” unidades
Reflexiones

Horizontal (eje “x”)

y=—f)

Vertical (eje “y”)

y=f(=x)

Ejemplos

1. Graficar la funcion: f(x) = |x| + 4

v/\

8

7

6 =

fG) = x|+ 4

5

4

3

2

1

X
3 7 6 5 4 -3 -2 -1 1 2 3 4 5 6 7
-1
2. Graficar la funcion: f(x) = |x| = 5
P
y

4

3

2

1

7X

¥

3. Graficar la funcién: f(x) =[x — 6] + 3
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y

-
N

a
—\ww-hu-m-umc/

f() = x—6] +3

X

2 -1
-1

1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14

4. Graficar la funcion: f(x) = —|x — 6] + 3

= N W A0 O

y

X

-2 -1
=1

-2
=3

=6
-7

1 23 4 5 6 7 8 9N10 11 12 13 14

5

6. Graficar la funcién: f(x) = |-x—6]/+3 =[x+ 6| +3

12
11

=Y
o

= N W A U1 O N Y

<

Y

/

-13-12-1-10-9 -8 -7 -6 -5 -4 -3 -2 1

=1

7. Graficar la funcién: f(x) = —4|x + 5| + 2

3|
f(x) =—4|x+5|+2
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Para resolver situaciones y ejercicios con la funcion valor absoluto es D.
necesario considerar a las ecuaciones con valor absoluto, las cuales se E 21

trataran a continuacion:

6.7.1.1 ECUACIONES CON VALOR ABSOLUTO RESOLUCION:

Son aquellas ecuaciones en donde la incégnita se encuentra afectada

por el valor absoluto. (UNI, 2020)

4 N\
Propiedades:
e |x|=0
o |=x|=|x|
o |x|?=|x?| =2
o |xy|= L |le |yl
x X
* yl oy’ i
[} \/ 2 = |x|
TEOREMA 01
||x| —acex=aV x=—a;a20|
TEOREMA 02
||x| =lalex=avx= —a|
. 4
EJEMPLOS:

1. Si a es la solucidn de la ecuacion |2x — 4| = 3x. éCual es el valor

que toma a??

o ® >

16

|2x — 4| = 3x
3x=>20->x>20

2x—4=3x V 2x—4=-3x

=—4 Vv —4
X = X =g

Luego, sélo cumple:

2. Resuelva la ecuacién:x? — 8|x| + 12 =0
A. CS ={2;6; -6}

B. CS = {—2;—-6;2;6}

C. CS = {3;4)

D.CS ={-1;-2;1;2}

E. CS=1{1;2;3;4}

RESOLUCION:

Recuerda que: x? = |x|?
|x|? —8|x| +12 =10
Por aspa simple, tenemos:
(x| =2)(x| —6) =0
x| =2 V]x| =6
x=—-2;2 V x=-6;6
& CS={-2;-6;2;6}

3. Resolver: |2x + 3| = |x — 12]
A. CS ={-2;4}

RPTA: C

RPTA: B
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B. CS ={-3;4} —2x+3 ;;x<0
C. CS ={-15;—-4} x| +|x—=3]=943 ; 0<x<3
D. CS ={-15;3} 2x—3 ;3<«x
E. CS={1;3;4} Luego: |x| + |x—3| =5
RESOLUCION: Si:x<0 - —2x+3=5 - x=-1
Si:0<x<0 - 3#5 > X€EQ
Tenemos: Si:3<x - 2x—3=5 - xX=4
[2x + 3| = |x — 12| Entonces:
CS ={-1;4}
2x+3=x—-12 V. 2x+3=—(x—12) RPTA: A
2x —x=-12-13 \Y 2x +x=12-13
x = —15 vV x =3 PROBLEMAS Y EJERCICIOS RESUELTOS:
CS = {-15; 3}
RPTA: D 1. Hallar el dominio y rango de la siguiente funcion:
METODO POR ZONAS: f(x) =|x+2|
4. Resolver: |x| + [x = 3| =5 A. Dom(f) = [0; +o0); Ran(f) = [—1; 4+0)
A. CS ={-1;4} B. Dom(f) = R; Ran(f) = [0; +o)
B. CS = {3;4} C. Dom(f) = [~o0;0); Ran(f) = [0; +o0)
C. CS={3;—4} D. Dom(f) = [~o0; —1); Ran(f) = [~1; +o0)
D. €S ={-1;-2} E. Dom(f) = R; Ran(f) = R
E. CS={2;3;4} )
RESOLUCION:
RESOLUCION: La funcion:
Analizando zonas, tenemos: f(x) =|x+2|
|x| |x — 3| |x| + |x — 3| Tiene la forma:
fx)=alx—hl+k; a#0
x<0 —X —x+3 2x+3
0<x=<3 x —x+3 3 Determinamos el vértice:
fx)=|x+2[+0
3<«x X x—3 2x—3 x+2=0
Luego: Y= -2 - h=—2
El vértice:
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V(h;k) - V(=2;0)

Graficamos:
a=1 - a>0,porlotanto, la grafica se abre hacia arriba.
y
V(-2;0)
- 0 X
Dom(f) =

Ran(f) = [0; +o0)
RPTA: A

2. El numero de lagunas en el Peru esta dado por:
M= (b+4)3(b+1)5
Si se sabe que las funciones:
x+3

fO=|——3 ; 90)=7
tienen como un punto en comtfm a (b;y). Hallar el nimero de
lagunas.

1335
2835
3855
8355
2579

mooOwP»

RESOLUCION:
Encontramos los puntos en comun:
fOx) =g(x)
’x +3 _ 7
x—3
x—3#0 -
Por definicion de valor absoluto:
x+3
x—3
x+3=7x—-3) VvV
T3 =T & 24 \Y
\%
\

x # 3

x+3_ 7
x—3
x+3=-7(x—3)
X+ 3= —7x ¥2%

=7 \%

—6x = —24 8x =18
X1 = x2;4
4:7 Vv (—;7)

47) :

Por dato, el punto en comun es: (b; y)
Descartamos G; 7), porque "b", debe ser entero.

El punto en comun es (4; 7).
Comparando:

b=4
Reemplazando:

M= (b+4)3(+1)5
M=(4+4)304+1)5
M = 8355

Por lo tanto, el nimero de lagunas es 8355.

RPTA: D

3. Si la nieta del Prof. Adolfo cumple “b + d” afos, donde

(b; 0) y (d; 0) son los puntos de interseccién de la funcién
h(x)=(x—2)2-3|x—2|—4 vy el eje "x". ¢Cudntos afios

cumple la nieta del Prof. Adolfo?

A. 3anos
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B. 4 aios
C. 5aiios
D. 6 afnos
E. 7 anos

RESOLUCION:
Del enunciado igualamos a cero por ser puntos de interseccién con el
eje de las abscisas:
h(x) = (x—=2)>-3|x—2|—-4=0
(x—2)2-3|x—-2|-4=0
[x —2]?=3|x—2|—-4=0
Factorizamos:

(Jx=2]—-4)(x=2|+1)=0
lx—2]+1=0
No cumple, porque |x — 2|, al ser positivo, no verifica la igualdad.
Ix—2|—-4=0
Aplicando propiedad de valor absoluto:
|x — 2| =4
x—2=4 \% x—2=—-4
X1 =6 V X, = —2
60 v (=20
Comparando los pares ordenados obtenidos: (b; 0) y (d;0)
=6
d=-2
La nieta del profesor Adolfo cumple “b + d” afios
6—-2=4

Por lo tanto, la nieta del profesor Adolfo tiene 4 afios.
RPTA: D

4. Dos estudiantes destacados del Instituto Honorio Delgado Espinoza
de Arequipa, obtuvieron los siguientes puntajes en un concurso de
matematica:"a + 10" puntosy "b + 1" puntos.

Si: f(x) = —|x — 1| + 48, donde x € [0; 9] y el rango de la funcién
es Ran(f) = [a; b]. Hallar los puntajes obtenidos.

40y 48
30y 47
40y 47
30y 48
50y 49

mooOow>»

RESOLUCION:
Sea la funcidn:

f(x) =—|x—1|+ 48
Determinamos el vértice:

A= 1

x—1=0

V(h; k) = (1;48)
Se observa que: a = —1
Como a < 0, la grafica se abre hacia arriba.
En la funcidn:

gx)=x+6
Evaluando para: x = 0; 1; 9

(0)=—|0—1| +48 =47

- (0;47)
f(1)=—-|1-1]+48 =48
- (1;48)
f(9) =—-19—-1|+48 =40
- (9;40)

Graficamos:
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y E. 5vV/2cm
(1;48)
RESOLUCION:
(0;47) En la funcion: f(t) = 6 + [t — 2|

Determinamos el vértice: V(2;6) € IC

(9,40) Entonces, sélo existe puntos de corte con el eje vertical:

f(0)=38
Determinamos el punto:
LS x f(5) =9
El rango es: Graficamos:
Ran(f) = [40; 48] () A
Por dato:
Ran(f) = [40; 48] = [a; b] o M _LN__-
a=40 y b =48 !
Puntaje 1: d; !
a+10 :
40+ 10 =50
Puntaje 2:
b+1 , . >
48+ 1 =49 0 2 5 t
Por lo tanto, los puntajes obtenidos son 50 y 49 puntos.
RPTA: E
Calculamos las distancias:
5. El recorrido (en centimetros) que realiza una hormiga en “t” dy = 2% + 2
segundos esta representada por la funcién: f(t) = 6 + |t — 2|, con dy =8
t € [0; 5]. Hallar la longitud de dicho recorrido de la hormiga cuando dy = 22
lo hace una sola vez. d, = 3% + 32
d, =18
A. 8/3cm d, =3V2
B. 3vZcm Finalmente, sumamos las distancias:
C. 2v5cm dy +d, = 5V2
D. Vi3 cm Por lo tanto, el recorrido es: (5\/7) cm.
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6. Hallar la suma de los elementos del rango de la funcion:

x + |x|
fx) =
A 4
B. 2
C. 1
D. 3
E. 5
RESOLUCION:
Del enunciado
x + |x|
f(x) =
Aplicamos la definicién del valor absoluto:
x+x
X =2;x>0
fG)=1,2,
=0x<0
Ya

Entonces, el rango es:

RV

RPTA: E Ran(f) = {0; 2}

0+2 =2

Por lo tanto:
RPTA: B

7. Si la diferencia de los valores del rango de g(x), es la cantidad de
cursos que lleva un estudiante desaprobado de ingenieria eléctrica de
la UNSA. ¢Cuantos cursos llevara Margarita, si salié desaprobada?
Sabiendo que:

4x — |x|
glx) =———
A. 1
B. 2
C. 3
D. 4
E. 5
RESOLUCION:
Sea la funcion:
4x — |x|
fx) = r 7 7/ x#0
Por definicion de valor absoluto:
4x —x
, Six>0

f) = 4xx— (—x)

,Six <O
X

3, six>0
f(x)_{S, six <0
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VA

Determinamos el Dom(f):
Dom(f) = (—o0; 0) U (0; +0)
Dom(f) = R — {0}
Determinamos el Ran(f):
Ran(f) = {3; 5}
Nos pide la diferencia de valores del Ran(f):
g — 3 =2
Por lo tanto, Margarita llevard 2 cursos.

8. Efrain es un agricultor y desea sembrar hortalizas en una porcion
de terreno limitado por las graficas de las funciones:

f(x) =12x]|
gx)=>+5

Calcular el area de la region a sembrar.

rnpncn>
—_
S
3
NONONN

RESOLUCION:

Del enunciado:
f(x) = [2x]
2x=0-x=0
El vértice es: = V(0;0)
a > 0 se abre hacia arriba

x
gx) =5+5
Intersecciones con los ejes:
x=0 ->y=0+5
y=5 —=(05)

X
y=20 —>0=§+5

x=-10 - (-10;0)
Graficamos:

10 —2

Intersecciones entre las graficas:

g(x)=f(x)
E+5=|2X|
2x=£+5v2x=—f—5
2 2
Dy a2
x—3 x =
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_ 10 _ 20 10 . 20
Y= |2 (?)| =37 (?'?) Grafica de la funcién:

=RC)l=4-> 49 | o e
Para hallar el 4rea a sembrar, hallaremos 3 areas: ) 1 1 :
40 (20
A=313/ > 3/ a4z
10 (20
A1=——3 gS)zlluz
10(4 TR
2 = # = 20 uz 4 ] ‘
El drea a sembrar: I VN 5 W
A - (Al + AZ) s N\ / ~N
44 — (11 +20) ~ 13u? Ecuacidn General:
El 4rea de la regiéon sembrada es , aproximadamente 13 m?2.
RPTA: D Flx)=avx—h+k

(h; k) es el vértice o inicio de la grafica

“" II

6.7.2 FUNCION RAiZ CUADRADA indica la extensidn y direccién de la grafica. (MINEDU, 2015)

FUNCION RAIZ CUADRADA

A la funcién F, le llamaremos raiz cuadrada si su regla
de correspondencia es:

F(x) =+x

Sudominioesx > 0
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é A b) Verticales:
Grafica de la funcidn:
- fx) =vx+k | fx)=vx—k
v y
z X 1
(G J
6.7.2.2 REFLEJOS SOBRE LOS EJES.
6.7.2.1 DESPLAZAMIENTOS:
a) Horizontales: Sobre el eje x ‘ Sobre el eje y
fx) = —vx fx) =v—x
f(x)=vx—h f(x)=vx+h i ¥
y y/
— ) X h
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PROBLEMAS Y EJERCICIOS RESUELTOS:

1. Determinar el dominio de la funcion "f":

0;

&

|

4

]
;0[ U ]0;
;4]
,4[

mooOowp»
S:Pr—\

.[;

RESOLUCION:
Del enunciado:

fx) = /—6—14-25

flx) = /E—1+25

Analizamos el dominio:

—2—120 A\ X2¢0
X

16

—2_1 7A\ x+0
X

16 > x?

16—x2>0

x2-16<0

x—-4x+4)<0

Puntos criticos: x = 4;x = —4

Otra forma:

—4 0 4 —+co
~ Dom(f) = [—4; 4] — {0}
Dom(f) = [-4;0[U]0; 4]

PRUNSA
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RPTA: C

2. Calcular la suma de los valores enteros que presenta el dominio de

la funcion:

f(x)

moOw>
D ON U1 W W

RESOLUCION:

=Vx+1+ V11 —3x — x?

Hallemos el dominio de "f":
x+1=20 A 11-3x=20

x = -1

A —3x = -—11

-1 11/3

~ Dom(f) = [—1;%]

+co

Por lo tanto, la suma de valores es:

-1+0+1+2+3=5

3. Hallar el dominio de la funcion:

1
gx) =vx2-2x-15+2x -1 - ——

16 — x2

RPTA: C
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RESOLUCION:

Por definicion:
x>—-2x—-15>0
(x—=5x+3)=0

Puntos criticos: x = 5;x = —3
——§§ ®o———
+ [ - | +
—oo -3 5 +co
x € [-3;5]
Por definicion:
16 —x*>>0
x—4)(x+4)<0
Puntos criticos: x = 4;x = —4
+ | — | +
—o0 —4 4 +co
Lx €]-4;4]

La interseccién: [—3;5] N ]—4;4 [

PRUNSA
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RPTA: A

4. Hallar el rango de la siguiente funcién:

f(x) = /1— 1—x

RESOLUCION:
De la funcidn:

fx) = ‘/1—\/@

Analizando el dominio:

1—-Vl—x>0 A 1—-x=>20
1=>vl—x A 1=>x
x=0 A x<1

Dom(f) = [0;1]
Determinamos el rango a partir del dominio:
0<x<1
Multiplicamos por (—1):

Sumamos (1):

Extraemos (v ):
0<Vi-x<1
Multiplicamos (—1):
—1<—V1-x<0
Sumamos (1):
0<1-Vi-x<1

Extraemos (\/ ):
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0< /1—\/1—xS1

0<f(x)<1
s~ Ran(f) = [0; 1]

Tenemos:

RPTA: C

5. Al determinar el dominio de la funcién "g", definida por:

4 V7 —x 4
gx) —m_l—x2_25+\/x—6
Se obtuvo: Dom(g) = [a; 4[ U ]b; 5[ U ]c; d]
Calcular: T =a+ b + c + d.
A. 17
B. 19
C. 21
D. 23
E. 29
RESOLUCION:
De la funcion:
4 N

X—6

- e i
Analizamos el dominio:
x—3=20 A Vvx—-3=#1
7—-x=>0 A x>—25%#0
Entonces:
x>23 AN x—3+1 AN x<7 N x+5 AN x#-5
x=23 AN x#4 N x<7 AN x#5 AN x#+ -5
De aqui:
3<x<7 AN x#+45
Dom(g) = [3;7] — {4;5}

Le damos la forma:
Dom(g) = [3;4[ U ]4;5[ U ]5; 7]

Del dato:

Dom(g) = [a; 4[ U ]b; 5[ U ]c; d]
Comparando:

a=3; b=4 c¢c=5 d=7
Nos pide:

T=a+b+c+d=3+4+5+7=19
RPTA B
6. Si el rango de la funcién "g", es [a; b[ U ]b; +oo[; calcular el valor
de b% — a?.

x—2023
gx) =
Vx —2022 -1

A. 0
B. 1
Ches
D. -1
E. -2
RESOLUCION:
De la funcidn:

x — 2023

9) Vvx —2022 -1
Determinamos el dominio:
x—2022=>0 A Vx—2022-1+#0
x=2022 A x #2023
Dom(g) = [2022; + o) — {2023}
Acomodamos la funcién:
x — 2023

g0x) = Vvx —2022 -1
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= Y= 2022 —1 ,
o) = esousoon
(Vx —2022 + 1)(Vx — 2022 — 1) ' s ——
gx) = 2032 — 1 flx) =+[(x®+x*+x +6)A (x> +x3+x+2)
Simplificando: Hacemos que: A = (x® + x* +x2 +6) — (x> + x3 + x + 2)
g(x) =vx — 2022 +1 Por definicién de funcién de raiz cuadrada: 4 > 0
Obtenemos el rango a partir del dominio: Acomodamos:
x = 2022 A x #2023 A=0OC+xt+x2+6)— (S +x3+x+2)
x—2022=0 A x—2022 #1 A=x5—x5+x* —x3 +x2 —x + 4
Vx —2022=20 A Vx — 2022 # 1 Multiplicamos por dos para completar cuadrados:
Vx—2022+1=1 A Vx —2022+1#2 24 = 2x% — 2x°5 4+ 2x* = 2x3 +2x%2 —2x + 8
9(x) g(x) Factorizamos:
g) =1 A g(x) #2 2A=x% —2x° +x* +x® —2x3 +1+x* - 2x+1+x*+x%>+6
Ran(g) = [1; +oo[ — {2} TCP TCP TCP
Acomodamos: 2A=(3 —x)2+(x* - 1?4+ (x—1)?+x*+x%2+6
Ran(g) = [1;2[ U ]2; + oo (3 =x2)P+ (2 -1D)+(x =12+ x*+x%2+6
Luego, comparamos con el dato: 4= 2
Ran(g) = [a; b[ U ]b; +oo[ Observamos y concluimosque: 4 >0 ; Vx€ER
Entonces: Por definiciéon de raizcuadrada: A >0 ; f(x) €ER
a=1 A b=2 s~ Dom(f) =R
Nos pide: Por lo tanto, el complemento del dominio es @.
b? —a? =2%2-12 RPTA: D
~b?—a?=3
RPTA: C 8. La funcion:
v(t) = -2Vt +4+12,
7. Sefialar el complemento del dominio de la funcién "f", tal que: modela la depreciacién (pérdida del valor con el paso del tiempo) de
fx) =6 +x*+x2+6)— (x5 + a3 +x+2) un equipo de cémputo, donde "v" esta en miles de soles y el tiempo
A. [0; +00[ "t" en meses. Determinar el precio de compra del equipo y el tiempo
B. |-1;1] en el que estara totalmente depreciado.
C. ]—o0;0[ (CEPRUNSA | FASE 2024- INGENIERIAS)
D. R
E. @ A. 4 mil soles; en 12 meses.




: L.CJBEPRUNSA
ooz IIFAsE2025)

6 mil soles; en 32 meses.
8 mil soles; en 32 meses.
8 mil soles; en 36 meses.
12 mil soles; en 40 meses.

RESOLUCION: CAPITULO VII

Determinamos el precio de compra del equipo:

Para:t =0 ,
t v(t) = =2Vt + 4+ 12 ALGEBRA

v(0) = =2V/0 + 4+ 12
v(0) = =2V4 + 12

moow

~

v(0) = -2(2)+12 Los conceptos como los de relacion y funcion han adquirido un alto

v(0) = —4 + 12 grado de desarrollo tanto para la ensefianza como para la

v(0) =8 aplicacion, en particular para estudiantes universitarios en los
Por lo tanto, el precio de compra del equipo es de 8 mil soles. primeros semestres de programas con amplio contenido
Determinamos el tiempo en el que estard totalmente depreciado: matemadtico, debido a que su asimilacién y percepcion se facilita a
Para:v(t) =0 través de algunos de los sentidos y el ejercicio de la razdn: las

v(t) = -2 Vit ad+12 relaciones y funciones las pueden ver sobre el plano cartesiano

0=-2vt+4+12 \ /

—12 =-2vt + 4

6 =Vt+4

36=t+4

t =32

Por lo tanto, estara totalmente depreciado en 32 meses.
RPTA: C
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7 ALGEBRA
7.1 FUNCION RACIONAL E IRRACIONAL p .
7.1.1 FUNCION RACIONAL
[ FUNCION RACIONAL ]
Es aquella donde la variable aparece en el denominador.
La grafica que se genera se denomina hipérbola, es
expresada de la forma:
P(x)
fx) =—=
Q(x)
e El dominio de definicion son todos los numeros
reales menos las raices del denominador.
e Tienen asintotas verticales en cada raiz del e
denominador que no lo sea del numerador. Grafica: _ b
e Tiene asintotas horizontales si el grado del Dom(f) = R — {h}
i i Ran(f) = R — {k}
numerador es menor o igual que el denominador. AsintdBe
También conocemos esta forma de la funcion: ; ~ Z
C . J
f)=_——p+k
PROBLEMAS Y EJERCICIOS RESUELTOS:
Donde V = (h; k), corresponde al punto de interseccion 1. Caleular el rango de la siguiente funcicn.
de las asintotas. xX) =
(F) = (—om=3] U f()> o
A. Ran (f) = (—o0;—3] U (0; 0 +
. {CH)' ICylIC B. Ran(f) = (=7;—3] U (0; 0o +)
c(=), lICyIvC C. Ran(f) = (o0;—3] U (0; 00 +)
N ) D. Ran(f) = (—;3] U (0; 2)

302



E. Ran(f) = (—0;2] U (2; o +)
RESOLUCION:
Del enunciado
x?—1=0
x =41
Dom(f) = R—{-1;1}
Hallamos el rango de la funcién:

T3
Sx2 -1
yx*—y=3
yx2=3+y
Sty
PR
y
Aplicamos la restriccion:
0
y
Puntos Criticos:
3+y=0 ; y=#0
y=-3 ; y#0
—® O
|::]:| — E:]j
- } } T >
— o
o -3 0

Por lo tanto:
Ran(f) = (—o0;—3] U (0; +c0)

2. Calcular el dominio y rango de la siguiente funcién.

x? -3
f(x) = x+2

PRUNSA

T —

A. Dom(f) = R—{-2}y Ran (f) = (—o0;—3] U (0; o0 +)
B. Dom(f) = R— {2}y Ran (f) = (—00;—6] U (=2; 00 +)
C. Dom(f) = R—{—1}y Ran (f) = (o0;—3] U (0; o0 +)

D. Dom(f) = R —{=3}y Ran (f) = (—;3] U(0; 2)

E. Dom(f) = R— {2}y Ran (f) = (—0;6] U (2; 00 +)

RESOLUCION:
Del enunciado se tiene:

f(x) =
Calculando el dominio:
x+2+0
X+ =2
Dom(f) = R—{-2}
Calculando el Rango:
x% -3
x+2

x%? -3
X+ 2

y:
Despejamos “x “:
yx + 2y =x%—3
x2—yx—=2y-3=0
A=0
b? —4ac >0
a=1; b=-y,; c=-2y—3
(=»)?=4(1)(-2y-3) =0
Puntos Criticos:
y+8y+12=0
y+6e)y+2)=0
y=—6 ; y=-2
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e = .
. } } >
—00 6 2 +co
Ran(f) = (—o0;—6] U (—2; 0 +)
RPTA: B
3. Dada la funcién real:
x? —8
) =73—5
cuyo dominio es |—3; 2| determlne eI rango de la funcion "f".
4 8
F. [5’9]
G. (;2)
6
S
]i.ﬁ[
A
Lo [5-3]
RESOLUCION:
Del enunciado:
2-8
xc—-—8-1+1
f(x) - xz -9
~x*-9 1
f(x) - xz _ 9:_ 2 9
y=1+ x2 -9
Dominio: 1-3; 2]
—3<x<?2 ()2
0<x?2<4 -9

—-9<x2-9< -5 invertimos

< < — 1
5 x2 -9 9 +
4 1 -
5 9 9
Por tanto:
4 8
5’9

RPTA: D

4. Hallar el rango de la siguiente funcion:

2x
Y=x i1
A. [3;8]
B. (6;2)
c. [-7;3]
D. ]-2;3]
E. [—-1;1]
RESOLUCION:
Tenemos:
2x
Despejamos “x “
yx?—y=2x

yx?2—=2x+y=0
a=y ,b==-2,c=y
Para que las raices estén en el campo de los reales
A=0
b? —4ac >0
a=1;b=-y ; c=-2y-3
(-2)> =4y = 0
4—4y2 >0
41-y?) =0
1-y2=>0
y2—1<0
+DH-D =<0
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Puntos Criticos: () = 20
y = -1 y = 1 B 10
o————9 t(x) = 2 dias
] = RPTA: C
% . ' T3
1 1 5.8iM = Dom(f) A J = Ran(f),siendo
Ran(f) = [-1;1] X2 — 4
RPTA: E X)=—7T"
f&) x2+5x+6
T . . CalcularM —J
5. Si "x" varones estan disponibles para realizar una obra que cuatro
varones realizan en 5 dias. ¢Cudl es la funcidn del tiempo que A. {—4;1}
realizaran dependiendo del valor de "x"?. ¢ Qué tiempo le llevara a 10 B. {_5_'1}
varones realizar la misma obra? C. {-3;-2}
B D. {-3;1}
A. t(x) == y 3dias EN-T; 1]
B. t(x)=E y 1dia z
&5 ‘ RESOLUCION:
C. t(x) =— y 2dias Del enunciado
25 ¢ -
D. t(x) = T 5 dias flx) = %
E. t(x) = zx_o y 9dias * (x _);)
RESOLUCION: X#—2 x#—3
Silavariacién inversa entre “t” y “x™
t(x) = k Entonces el Dom(f) = R — {-3; -2}
x Hallando el rango:
Condiciones: (x—2)
5k Y= x+3)
4 x+—-2;x+ -3
Entonces xy+3y=x—2
. N fe=20 xy—x=-3y—2
Sustituyendo en la variacién inversa. 20 (y—Dx=-3y—2
tx) == _T3y-2
X X = y—1

El tiempo que tardardn 10 varones es:
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xX#+—-2;x+ -3
Ran(f) = R—{-4;1}
Por condicién:
M=R-{-3;-2}
A = (—0;=3) U (=3;—2) U (—2;0)

J=R-{-4;1}
B = (—00;—4) U (—4;1) U (1;00)
M—]={-4;1}

RPTA: C

6. El cambio de posicion en metros de un objeto respecto al tiempo
del movimiento "t", esta dado por la expresién S(t) = 2t — 5t + 2.
Determina la funcion de su velocidad. ¢{Qué velocidad tendra el
objeto a los 10 segundos de iniciado su movimiento?

2_
A.v(t) = @ y 152m/s
2_
B. v(t) = Zt—:-'HZ y 10,2m/s
2
C.v(t) = Zt—:-'HZ y 52m/s
20|
D.v(t) = Zt—:-'HZ y 13m/s
2_
E. v(t) === y 12m/s
RESOLUCION:
Para encontrar la funcion velocidad:
d
v = ?
Sustituyendo S(t) en la funcion:
2t2 -5t +2
V= —

Velocidad del objeto en 10 segundos:
2(10)%2 — 5(10) + 2
v =

10
v =152 m/s

RPTA: A

7. Si el rango de la funcién:

@ 2x% -1 L<x<3
X)=———; 1<x<
f 2x%2+3
es:[m; n], entonces m — n es igual a:
A =
205
B. 2
31265
C\—=
168
D. 2
165
E* —
124
RESOLUCION:
Del enunciado:
K 2x% —1
f@x) = 2x%2+3
( )_2x2+3—3—1
A 2x2 4+ 3
) = 2x2+3 f —4
) =3t o 13
—1-—
) 2x2 + 3
Entonces:
1<x<3 ( )?
1<x2<9 por(2)

2<2x*<18 +3

5<2x?+3<21 Invertimos
1 1

- < < = _
21 7 2x?+3 7 5 por(=4)
—4 —4 —4

21 ~ 2x°43 5 +
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17 4 - 1
21 2x2+37 5
17.< -
1=/ =3
EIR [17_1 _
ango 2115 [min]
Por tanto:
__17 1
N T
\: 64
M~ NS105

RPTA: D

8. Una persona que trabaja para una empresa eléctrica, esta haciendo
una instalacién y se encuentra a una altura de "10b" metros. Si:

(ym—t’
fx) = x2 —8x+ 21
Donde; f(x) < b. Hallar dicha altura.
A. m
B. 4m
C. 3m
D. 5m
E. 8m
RESOLUCION:
Del enunciado:
2
f&) =g+ 21
Reduciendo:
2
f® = e +s

Luego:
(x—4)?=>0
(x—4)2+5>5

Entonces:

Calculamos la altura:

RPTA: B
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7.1.2 FUNCION IRRACIONAL
[ FUNCION IRRACIONAL ]

s N
Es una funcibn en cuya estructura la variable

independiente "x" aparece debajo del simbolo de raiz. Es
decir, la variable forma parte de la cantidad subradical.

fx) ="Ygk)
Donde:

n: es un numero natural N mayor que dos, n > 2

g(x): es una funcidn racional.

e Son habitualmente llamadas funciones radicales

e El dominio de una funcidn racional depende del indice
de la raiz, asi:
Si"n" es par, el dominio esté definido para g(x) = 0
Si "n" es impar, el dominio es R (todos los numeros
reales). Dom(f) = (—oo; +00)

ANALISIS DE LOS GRAFICOS DE LA FUNCION IRRACIONAL: DOMINIO Y
RANGO

Veamos como son los graficos de la funcion irracional analizando el
indice de la raiz y el exponente del radicando.

Ejemplos:

1. f(x)=Vx3+2

4

3

=1

Hallando el dominio de la funcién:
Como se trata de una funcién de indice par, entonces tiene la
restriccion:
x3+2=0
x3>-2
x> -2
- Dom(f) = [—i/?; +00)
Hallando el rango de la funcidn, despejando “x” y posteriormente
aplicando restricciones si las hubiera:
y= 2
yr=x3
y4 —2 = x3
=2 = x

Se observa que el indice es impar, entonces no se dan restricciones
« . .7 4
para “y”, sin embargo, en la funcién: y = ++Vx3 + 2, para

cualquier valor del dominio, el valor de “y”, siempre es positivo.
Entonces:

- Ran(f) = [0; +0)

gx) =Y3x2 -1

308



PRUNSA

MATEMATICA e A T

Y
3

2

Hallando el dominio de la funcién:
Como se trata de una funcién de indice par, entonces tiene la
restriccion:

3x2—-1>0
Resolvemos la inecuacion cuadratica con puntos criticos:
3x2—-1=0
3x2% =4
1
2 _
¥ 73
* i3
1 1
X = — 4 N a—
3 3
I#:[EI 1 — 1 I%ZEI
V3 V3
Pom(g) = (-0~ 7| u [ 7= s 40
om = (—00; —— — ;4
7 N e

“o_ 0

Hallando el rango de la funcién, despejando “x” y posteriormente
aplicando restricciones si las hubiera:

Se observa que no hay restricciones, debido a que en el numerador
estd el polinomio positivo, es decir, que todos los valores del
radicando son positivos. Sin embargo, en la funcion: y =
+3/3x2 — 1, para cualquier valor del dominio, el valor de “y”,
siempre es positivo.
Entonces:

— Ran(g) = [0; +o)

h(x) = Y6x* + 3

-1
Hallando el dominio de la funcién:
Como se trata de una funcién de indice impar, entonces NO
presenta restricciones

- Dom(h) =R
Hallando el rango de la funcidn, despejando “x” y posteriormente
aplicando restricciones si las hubiera:
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4. m(x) =3Vx5 +2

]

y°>=32>0
y >33
— Ran(h) = [i/§;+00)

310

Hallando el dominio de la funcién:
Como se trata de una funcidn de indice impar, entonces NO
presenta restricciones:
— Dom(m) = R

Hallando el rango de la funcidn, despejando “x” y posteriormente
aplicando restricciones si las hubiera:

y = Vx5 +2

y3=x5+2

2=«

Se observa que el indice es impar, entonces no se dan restricciones

o »

, 3 . 3 .
para “y”, asi mismo, en la funcién: y = Vx5 + 2, para cualquier
valor del dominio, el valor de “y”, puede ser positivo o negativo.
Entonces:

— Ran(m) = R
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El dominio de la funcién esta definido para:
x>2—9>0

r—€\ { I A ‘_('\ x—=3)x+3)=0
N Puntos criticos:
e e -

IMPORTANTE — e | rE—

Se observa que: “ } } >

e Cuando el indice es “par” el dominio y el —® -3 3
rango de la funcion NO son todos los reales
(ejemplos 1 y 2), es decir se tienen

.. .. Y
dominios y rangos restringidos.
e Cuando el indice es impar el dominiode la  § 2
funcidén son todos los reales (ejemplos 3y
a) |
e Cuando el indice es impar y el grado del
radicando es impar, tanto el dominio como 2 H 0 1 2
el rango son todos los reales (eiemplo J ------------ T TSRS ST St ety
Entonces:
PROBLEMAS Y EJERCICIOS RESUELTOS: Dom(f) = (—o0; —=3] U [3;+)
Observamos que en la gréfica el rango se define asi:
1. Hallar el dominio y rango de la funcidn: Ran(f) = [0; —)
fx) = m Hallando el rango algebraicamente:
fo) =Yx? -9
A. Dom(f) = (—o;—9] U [9; +); Ran(f) = [0; +oo) Se observa que los valores que puede asumir "y" son positivos
B. Dom(f) = [3;+o0); Ran(f) = [0; +o) fX)=y=4+Yx2-9 >y=>0
C. Dom(f) = (—o0;=3] U [3; +o0); Ran(f) = [3; +o0) y € [0;400) ..(I)
D. Dom(f) = (—o0; —3] U [3; +0) ; Ran(f) = [0; +o0) Despejamos “x”
E. Dom(f) = (—o0; —1] U [1; +0); Ran(f) = [1; +o0) y6=x2-9
y®+9 = x?

RESOLUCION: [y6+9 =«
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Observamos que el radicando siempre va a resultar un nimero
positivo para cualquier valor de “y”, por lo tanto:
y€eER
(—00; 400) ... (II)
Entonces el rango de la funcién queda definido asi: (I) N (I1)
[0; +00) N (—00; +00)
Ran(f) = [0; + )
RPTA: D

2. Hallar el dominio y rango de la funcién de indice impar:

gx) =Vx2 -1

A. Dom(g) =R; Ran(g) = [—1; +o0)

B. Dom(g) = [0; +); Ran(g) = [1; +x)
C. Dom(g) = R; Ran(g) = [0; +0)

D. Dom(g) = R*; Ran(g) = [—1; +)

E. Dom(g) =R; Ran(g) =R
RESOLUCION:

El dominio de la funcidn estd definido para todo valor real, ya que
siendo una raiz de indice impar n = 5, no presenta alguna restriccion
Entonces:

Dom(f) =R

Hallando el rango de la funcioén:

g) =y =3Yx2-1

yS — xZ -1

y5+1 = x?

S ri=x
Luego aplicamos la restriccion para el radicando:

y>+1=>0

“_n

Despejamos “x

y
y
Ran(f)

Il \VA |v

-1
-1
-1

Su grafico es:

5 -4 3 -2 LI:_J 2 3 4 5

=2

RPTA: A

3. Un tramo del circuito del examen de manejo en la Gerencia
Regional de Transportes Arequipa, presenta la forma de la funcién

irracional: g(x) = ai/x + m, cuyo grafico es el siguiente:
[V

D'H

-2 -1 0

___...-—---'—-;

Hallar el valor de “a + m”

A. -5

312



EPRUNSA

B o S 127773

B. —4
c. -1
D. 4
E. 5
RESOLUCION:

Tenemos la funcién irracional g(x) = ai/x + m
Ademas, se observa en el grafico que la funcidn pasa por los puntos

(4;,-1)y(61)
Reemplazamos:
En (4;-1) —1=a¥4+m
13
(——) =4+m
a
1
—5 =44+ m
1
—E—m =4 (I)
En (6;1) 1=aV6+m
13
(—) =6+m
a
1
E =6+m
1
E—m =6 ...(”)
Resolvemos el sistema sumando (1) + (I1)
1
—5-m=4
1
E —-m=6
—2m =10
m = —5

Reemplazando en (1)

(-9 =4
1
—54‘5:
1
_Ez_l
a =

Entonces el valor de “a + m” es:
1+(-5=—-4
RPTA: B

4. El dominio de la funcién irracional f(x) = n*{nx —2n—1 es

Dom(f) = [—;— +0o0), hallar el minimo valor de “n”. (n > 1;n € N)
A. -2

B. -1

C. 4

D. 5

E. 2

RESOLUCION:

Segtin el enunciado tenemos la funcién: f(x) = n*Vnx — 2n — 1
Como se trata de una funcién de indice par, se cumple la restriccidn
nx—2n—1=>20
nx=>2n+1
2n+1

X =

n
2n+1

Dom(f) =

Comparamos con los datos del enunciado: Dom(f) = E, +0)
2n+1 5

n 2

; +00)
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In+2=>5n
n=2
RPTA: E

«“ ”n

, . . 5 .
5. Hallar el valor de “a” de indice impar: g(x) = Yx — 3a, sisu
representacion grafica es:

F 3

y

A. a= £
1 1
B. a=--
3
C. a=
D. a=-1
E. a=1
RESOLUCION:

En la gréfica, se observa que la funcién pasa por el punto (0; —1)
Reemplazamos:

En (0;—-1)

—-—=aq
3
RPTA: A
6. Hallar el dominio de la funcion de indice par:

fx) = Yx2+5

A. Dom(f) =[—1;+)

B. Dom(f) = [5; +)

C. Dom(f) =R

D. Dom(f) =R*

E. Dom(f) = (—o0; —5] U [5; +00)
RESOLUCION:

Seguin el enunciado tenemos la funcién: f(x) = Yx2 + 5
Observamos que la funcién es de indice par, por lo que su radicando
debe ser mayor o igual que cero:
x2+5>0
Lo cual se cumple para cualquier valor real de “x”por ser el polinomio
positivo A< 0.
Entonces Dom(f) = R
RPTA: C

7. Hallar el dominio y rango de la funcion:

f(x) =3 —/64—x2

A. Dom(f) = [-8;8]; Ran(f) = [8; +)

B. Dom(f) =[8; +00) Ran(f) = [1;3)

C. Dom(f)—(—oo —8] U [8; +0); Ran(f) = [1;3]
D. Dom(f) =[-8;8] ; Ran(f) = [1;3]

E. Dom(f) =[-8;8]; Ran(f) =R

RESOLUCION:
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Observamos que la funcién es de indice par, por lo que su radicando

debe ser mayor o igual que cero:

64 —x2>0
82-x%2>0
x2-82<0

(x+8)(x—-8)<0
Puntos criticos:

-8
Entonces Dom(f) = [—8; 8]
Para hallar el rango reemplazamos en el dominio:

Cuandox = 8
f(8) =3 —3/64— 82

f(8) =3
Cuando x = —8
f(—8) =3 —5/64 — (=8)2
f(=8)=3

= (8;3)y (-83)

y =3-3/64—02
y =3-13/2¢
y=1

Cuandox =0

Graficando:

El rango sera: Ran(f) = [1; 3]

8. Hallar el dominio de la funcidn de indice par:

4|x2 + 4
fx) = /x—3

A. Dom(f) =(3; +)
B. Dom(f) = (—3; +»)
C. Dom(f) =(0; +oo)
D. Dom(f) =(1; +oo)
E. Dom(f) = (4; +»)
RESOLUCION:

Por tratarse de una funcion de indice par:

x% +4 =0
x—3
Puntos criticos:
x—3=0
x =3

RPTA: D
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— 9 e

< :
Cco 3 + 00

A 4

Dom(f) = (3; +o)
RPTA: A
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7.2 OPERACIONES CON FUNCIONES Y FUNCION COMPUESTA A. 24

7.2.1 OPERACIONES CON FUNCIONES 2 gg
[ OPERACION CON FUNCIONES ] D. 27
E. 28
Dadas dos funciones reales f y g cuyas reglas de correspondencia son: RESOLUCION:
f(x) A g(x) se definen cuatro operaciones: (F + 9)(14) + (%) 23)
9(23)
4 = — fO9) + g + 2o
Adicién: U
— V14+2+(14+2) +
rig {Dom(f + g) = Dom(f) n Dom(g) - V23 +2
U+ =fx)+gx) — 4+16+—
Sustraccion: < 204+5=25

Dom(f — g) = Dom(f) N Dom(g) RPTA: B

f-g -
{ U ) =70 = 5(0) 2. Sean las funciones f(x) =V5—x y g(x) = x% — 1.

Multiplicacion: Hallar (f + g)(x) y el dominio de esta operacién.
Dom(f.g) = Dom(f) N Dom(g)
i i{ _: A.V5—x +x?—1;Dom(f + g) = ]-5; 5]
(f-9)(x) = f(x). g(x)
B. V5 — x + x%2 + 1; Dom(f + g) = ]5; 11]
Divpiot: C. V5 —x+x%—1;Dom(f + g) =]—o; 5]
£ {pom(f/g) = Dom(f) n Dom(g) ng(x) #0 D. V5= x +x% — 1, Dom(f + g) = |—c0; 4]
g (f/9)(x) = f(x)/g(x) E. V4 —x + x%; Dom(f + g) = 1-5; 5]
- Y |
RESOLUCION:
PROBLEMAS Y EJERCICIOS RESUELTOS: Tenemos: f(x) =Vv5—x vy gx)=x%-1
Sumamos:
1.Si: fx)=Vvx+2ygx)=x+2 fX)+gx)=v5—-x+x%2-1
Hallar: (f + g)(14) + (%) (23) Hallamos el domino de f
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5—-x=>0
x<5
Dom(f) = ]—o0; 5]
Hallamos el domino de g
Dom(g) =R
Luego: Dom(f + g) = Dom(f) Nn Dom(g) = ]—; 5]
RPTA: C

3.Sea f = {(1;0),(2;3),(0;5)} y g ={(0;3),(2;0),(5; 2)}. Hallar
“f/g” y dar como respuesta el rango de “f/g".

m o 0 w >
~—
w Ul
——

RESOLUCION:
Tenemos: f = {(1;0),(2;3),(0;5)} y g = {(0;3),(2;0),(5; 2)}
Dom(f + g) = Dom(f) n Dom(g)
Dom(f) ={1;2;0} ; Dom(g) ={0;2;5}
Dom(f) N Dom(g) = {0; 2}
Solamente tomaremos los pares ordenados que tienen como dominio
a{0;2}
f=1(10),(2;3),(0;5)} vy g =1{(0;3),(2;0),(52)}

Para (2;3) y (2;0)

% - % = % = Indeterminado

Para (0; 5) y (0; 3)

) | fO 5
glx) g 3
Por lo tanto:% = {2}
RPTA: C
4.si: f ={(2;9),(3;5),(7;1),(9; -5)}
g =1{(=2;9),(3;6),(7;8),(—9; —5)}
Hallar: 3f + 2g

A. {(3;27),(7;19)}
B. {(3;26),(7;24) }
C. {(2,12),(6;12) }
D. {(2;12),(6;24) }
E. {(3;26),(7;21) }

RESOLUCION:
Del enunciado:
f = {(21 9); (3: 5)! (7: 1)1 (91 _5)}
g =1{(=2;9),(3;6),(7;8), (=9 —5)}
Nos pide: 3f +2g
Hallamos la interseccion de dominios:
Df nDg = {3;7}
Seran también:
D(3f+2g9) =137}
Entonces:
3f +2g ={(3;3(5) +2(6), (7;3(1) +2(8)}
3f +2g =1{(3;27),(7;19)}
RPTA: B

5. El nUmero de toneladas de pescado que extrae una embarcacion
en el océano pacifico esta dado por: (f. g)(3) Ademas, se sabe que:
f(x) =3x°+2

glx)=9x*-8
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Calcular el nimero de toneladas de pescado que a extraido la
embarcacion.

A. 252501
B. 255000
C. 525200
D. 527 051
E. 250 200

RESOLUCION:

Sesabeque: (f.g)(3) =f(3).9(3)
Hallamos f(3):

flx)=3x5+2

f(3) =33%+2

f(3) =731
Hallamos g(3):

gx)=9x* -8

g(3)=9.3*—-38

g(3) =721

Remplazamos:
(f-9)3) =f(3).903)
(f - 9)3) = 731(721)
< (f-9)(3) =527 051
RPTA: D

6. Siendo: f(¥/x3 +19) = 5x — 2
g(Vx?+17) =2x% - 1.
Considerar las soluciones de las raices los valores positivos. Calcular:

(f-9)(3)

A. 4000
B. 2200
C. 2500

D. 1000
E. 1016

RESOLUCION:
Se sabe que: (f - g)(3) = f(3).g(3) ... ()
Hallamos: f(3)
f(Vx®+19) =5x -2
f(V22+19) =5(2) -2
f(3)=8
Hallamos g (3):

g (i/x2 + 17) =2x2-1
g(Vez+17) =282 -1

g(3) =127
Reemplazando en (l):
(f-9)(3) =.8(127)

« (f-9)(3) = 1016
RPTA: E

7. El grupo musical “X Dinero”, tuvo un concierto en el “Mall
Ventura”, obteniendo una ganancia (en ddlares), cuyo valor es el
resultado de (f + g)(200), si:

f) =Jx(x+1Dx+2)x+3)+1

g(x) = {(200; —601)}

¢Cual es la ganancia del grupo “X Dinero”?

A. 42 000
B. 40 000
C. 45000
D. 44 000
E. 46 000
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RESOLUCION:
RESOLUCION: Se sabe que:
Se sabe que: (10f +59)(5) = 10f(5) + 59(5)
(f + g)(200) = £(200) + g(200) Hallamos f(5):

Hallamos: f(200) f(vx) =5x -7

fO) = Yx(x+ D(x +2)(x +3) +1 f(v25) = 5(25) — 7

Ordenando: f(5) =118

£(200) = /x(x +3)(x + D(x+2) + 1 Entonces: 10£(5) = 1180

£(200) = V(x2 +3x)(x% +3x +2) + 1 Hallamos g (9):

Cambio de variable por: m = x? + 3x. g(8x —3) - 9x — 2
£(200) =/m)(m+2) + 1 = ym? + 2m + 1 9@ ;(?) Z 3(1) B 4
f(200) =/ (m + 1)2 Entonces: 59(5) = 35
f(200) =m+1 Reemplazamos en:

f(200) = x* +3x +1 (10f + 59)(5) = 10£(5) + 59(5)
Reemplazando: (10f + 59)(5) = 1180 + 35
f(ZOO) = 200% + 3(200) +1 - (10f + 59)(5) = 1215

£(200) = 40 601
Hallamos ¢(200): g = {(200; —601)}
g(200) = —601 RPTA: C

Remplazamos:
(f +9)(200) = £(200) + g(200) 7.2.2 FUNCION COMPUESTA

(f + 9)(200) = 40 601 — 601
= (f + g)(200) = 40 000
RPTA: B

8. Siendo: f(vx) =5x—7, g(8x —3) = 9x — 2
Calcular: (10f + 5g)(5)

. 1112
. 1155
. 1215
. 1260

1100

0O w >

m O
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[ FUNCION COMPUESTA ]

.

Dadas dos funciones "f"y"g", se define la funcion
compuesta f con g, denotada por f o g, como:

(feg)x) =f(gk)

También "f o g" se llama funcién “f compuesta con g”, o
“la composicion entre f y g”.

El dominio de (f o g) es el conjunto de todos los valores

de “x” del dominio de g tales que g(x) pertenece al
dominio de f.

[Dom (f » g) = {x/x € Dom(g) y g(x) € Dom(f)}
Para que exista la composicion de funciones f o g es
necesario que:

Ran(g) n Dom(f) + @

J

Esquema que representa la composicion de (f o g)(x) = f(g(x))
Considerando que las funciones, g:A—>B y f:B->C

v : v
Dom(f - g) Ran(g) N Dom(f) Ran(f - g)
fog
PROBLEMAS Y EJERCICIOS RESUELTOS:
1. Sean f y g funciones tales que:
f(xX)=x* —2x; g(x) =x+3

Halle suma de coeficientesde: (f o g)(x) + (g ° f)(x)

A. 30
B. 70
C. 80
D. 10
E. 20

RESOLUCION:

Hallamos (f ° g)(x)
fog)x) = (x+3)*- 2(x+3)
fog)(x)=x*+6x+9-2x—6
fog)(x)=x* + 4x + 3
Hallamos (g o f)(x)
(g° fHx)=x*> —2x+ 3
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Nos pide la suma de coeficientes: Luego:
1+4+3+1-2+3 =10 e (geH)(M)=12+2(1)-2
RPTA: D |(g o (1) = 1|
[ ] o = —_ 2 —_—
2.Seanf,g:R—> R tal que f(x) = x> +2x+3; glx) =x—5 8; og%g% _ gz_ 653- 3+ 202-5)+3
Hallar: —
2 |(f » 9)(2) = 6|
(G HA)+(fog)2)(fog)3)—(g°g9)(2) e (fog)(3)=(B-52+2(3-5)+3
(f - 9)(2) (fog)B) =4—4+3
|(f o 9)(3) = 3|
o 36121 " g 20
C. 1/16 (g > H(Q) = 8]
D. 4/5 Reemplazamos en:
E. 3/52 [(g oD+ (2 9@ 2 9)B) = (g° D)’
RESOLUCION: - i Mg
Tenemos: f(x) =x?2+2x+3; g(x) =x—5 ll g5 3 8)l
Nos piden hallar: _ 6
(g HW+(Fo )@ 2 9)B3) = (g°9@)] B] 7 %
(f © 9)(2) RPTA: D
Hallamos (g ° f)(x) 3. Sean las funciones definidas por:
(geo flx) = g(f(x)) =Ffx) -5 flx) = m; x € [—1;3]
g(f)) =x*+2x+3 =5 g(x) = 22 + 2x; x € [0;5]
(g o ) =x*+2x—2 Entonces el dominio de f o g es:
Hallamos (f o g)(x) A. (0:1)
(f o ) =f(g(x) = g(x)? + 2g(x) + 3 B. [0;1]
flg() = (x =52 +2(x—5) +3 c. [-1;1]
(f eg)(x) =(x=5)*+2(x—5)+3 D. (—2;5]
Hallamos (g o g)(x) E. (—1;1]
(g °g)x)=gkx) -5 )
(gegx)=x—-5-5 RESOLUCION:
(g °og)x)=x-10 Dom(f o g) = {x/x € Dom(g) A g(x) € Dom(f)}
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Dom(f o g) = {x/x € [0;5] A x? + 2x € [-1;3]}
Pero: x>+ 2x€[-1;3] - -1 < x*>+4 2x <3
Completando cuadrados
—1+1< x*4+ 2x+1<3+1
0< (x+1)?2<4
—-2< (x+1) <2
—2 — 1 S e idi— 1
—3=<x <1
Dom(feg) ={x/x € [0;5] A x € [0;1]}
Dom(f  g) = [0;1]
RPTA: B

4.Sean f(x) =v1+x y g(x) =2x— 1.Hallarf o g ydeterminar
su dominio.

A. (f eg@)(x)=+x ; Dom(f o g) = [0; +o0)
B. (f eg)(x) =+v2x ; Dom(f o g) = [0; +0)
C. (fog)lx)=—2x ; Dom(fog)=R
D. (fog)(x)=2—-+V1+x ; Dom(fog)=][0;+0c0)
E. (f og)(x) =vx ; Dom(f og) =[—1;+)
RESOLUCION:
Para f observamos que: 1+x=0
x=-1
Dom(f) = [-1; + o)
Para g observamos que: ~ Dom(f) =R

Hallamos (f o g)(x)
(f o 9 = f(gt) =
flgt)) =vi+2x—1
(f e g)(x) =2x

V1+g(x)

Para calcular el dominiode f o g tomamos en cuenta el Dom(g) =
y nos restringimos a aquellas "x" tales que g(x) estd en [—1; +00) =
Dom(f), esto es:

glx) = -1

2x—1=>-1

x=>0

Dom(f o g) = [0; +00)

RPTA: B

5.Si f(x) = x* + 2; g(x) = x + a; determinar el valor de “a” de
modo que:

fe9)3B) =(@-°flla—-1)
A. -8
B. —8/7
C. 8/7
D. 1/7
E. —1/8

RESOLUCION:

Hallamos las funciones compuestas:
(feg)(x) = (x+a)*+2
(gof)X)=x>+2+a

Tenemos:

(feg)(B) =(@eflla—-1)
B+a)’+2=(a—-1)?*+2+a
9+6a+a’=a*>—-2a+1+a

7a = —8

B
a=-7

RPTA: B

6. Hallar las funciones lineales f(x) que verifiquen la condicion
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1 9 —4x 2=1p
(e f) (;) B P Vx =0 Entonces las funciones lineales son:
dar como respuesta la suma de coeficientes de las funciones lineales e a=3 A b=-1
obtenidas. = () =3x—1
e a=-3 AN b=2
A. 0 = f(x) = —3x+2
B. -3 Suma de coeficientes de ambas funciones:
C. —2 3-3-1+2=1
D. 3 RPTA: E
E. 1
RESOLUCIEN: 7.Seanfyg funcmnes_talezs que.. N
94x f(x)=x*-2x; gx)=x+3
Tenemos  (fef)(3)= = Vx # 0 Hallar (f ° g)(x) + (g ° f)(x)
Separamos los denomlnadores
(F o )(1)_2_4 A, (fog)+ (gofl(x) =x*+2x+6
oI =% B. (fog)(0) ¥ (gof)x) =202 ¥2x +6
(fof)(l)zg(l)_4 C (feg)()+ (go ) =2x>+x+6
X x D. (fog)()+ (gof)(x) =x?+4x+3
(fof)x) =9x—4 E. (fegd)+ (geflx) =x*>-2x+6
Como f(x) eslineal, sea f(x) =ax + b
(fe &) = f(f&x)) = flax +b) = alax+b) + b RESOLUCION:
(fof)(x)= a’x+ab +b Hallamos la funcién compuesta(f o g)(x):
Luego: (fog)x)=(x+3)*—2(x+3)
9x —4 = a’x + ab +b (fog)(x)=x>+6x+9—-2x—6
Por comparacion: (fog)(x)=x*>+4x+3
e O9x =a’x a’?=9 -a=3V a=-3 Hallamos la funcién compuesta(g o f)(x):
e —4=2ab +b (gof)(x)=x%>—-2x+3
—4=3b +b Nos piden hallar:
—4 = 4p Fog))+ (gef)x) =x*+4x+3+x2—-2x+3
-1=1b (feg))+ (gof)(x) =2x*+2x+6
e —4=ab+b RPTA: B
—4=-3b +b
—4 = -2b
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8. Dadas las funciones: f(x) = V25 —x ; g(x) = x? + 9, obtener
(f ° g)(x) y su dominio.

(fog)(x) =V1—=x2; Dom(feg)=[—4;4]
(fog)x) =v4—x2; Dom(feg)=[-4;0]
(fog)(x) =v4—x; Dom(f o g) =[—4;4]
(fog)(x) =V16 —x?%; Dom(f o g) = [—4;4]
(feog)x)=v16—x2; Dom(f e g) =[0;4]

moow®p

RESOLUCION:

Tenemos:: f(x) = V25 —x ; g(x) =x%+9
(fog)(x) =\/25—(x2 +9)
(fo@)l)=v25-x2-9
(fog)x) =416 —x?

Hallando el dominio f o g

Dom(f o g) = {x € Dom(g) / g(x) € Dom(f)}
Dom(fog)={x€R / x*+9 < 25}
Dom(fog)={xe€R / x? <16}
Dom(fog)={x€]R{/\/FS\/1_6}
Dom(feog) ={x€eR / |x| < 4}
Dom(fog)={xeR / —4<x <4}

Dom(f o g) = [—4;4]

RPTA: D
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7.3 TIPOS DE FUNCIONES: INYECTIVA, SURYECTIVA Y BIYECTIVA En toda funcién inyectiva se cumple que cualquier recta
7.3.1 FUNCION INYECTIVA O FUNCION UNIVALENTE horizontal intercepta a su grafica en no mas de un punto.
[ FUNCION INYECTIVA ] d

Una funcidn es inyectiva si y solo si a elementos distintos
del dominio le corresponden imagenes distintas, es decir: < / >l

Siz|xy # x5 = fx) # f(xp)|

En forma equivalente: h x

St:[f) = f() = x, = x5

' & . RECUERDA QUE
/—‘\ /-\ .z «wLn . . .
a a A La funcién “f” es inyectiva si cuando cada elemento del
Se observa en el grafico D
siguiente como todos los b 5 rango esta relacionado con un solo elemento del
elementos del conjunto X, - .
d C dominio, es decir:

tienen diferente imagen en

el conjunto Y. .
J Si f(xq) = f(x3) = x1 = X3, V x1; X5 € Dom(f)

EJEMPLO:

Indica si la siguiente funcién es inyectiva:

2x — 3
x+3

flx) =

RESOLUCION:
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Para determinar la inyectividad de la funcién “f” en todo su dominio Si una recta horizontal trazada corta a la grafica en solo un punto, la
Dom(f) = R — {—3]}, se tiene que cumplir: funcion es inyectiva.
2x1 - 3 ZXZ - 3 A
X = X i = y
fG) = f(x2) x,+3 X, + 3
le = 3 ~ ZXZ . 3
x; + 3 X, +3
-9 -9 ¢
x1+3 x,+3 < >
Y X

X1 +3=x,+3->x; =x,

Por lo tanto, la funciéon “f” es inyectiva. ;
7.3.2 FUNCION SURYECTIVA

Prueba de la recta horizontal: Se utiliza para determinar de manera [ FUNCION SURYECTIVA ]

grafica si una funcién es inyectiva.

Es aquella donde cada elemento del conjunto de llegada

Si una recta horizontal trazada corta a la grafica en mas de un punto, (Rango) es imagen de algiin elemento del conjunto de

la funcién no es inyectiva. partida (Dominio). Es decir, el conjunto dellegada e imagen
son iguales.
A Sea f: A — B una funcién. La funcién f es suryectiva o
y sobreyectiva si para todo y € B, existe x € A, tal que
f(x) = y.Esdecir, f essuryectiva si:
. e o oo
|Ran(f) = B|
< >
X
Y
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En el grafico siguiente se observa como todos los elementos 7<2x+3<13-y€e[7;13)

del conjunto Y, son imagen de los elementos del conjunto X.

=~ Ran(f) € [7;13) ...(D)

D) Sea “y” € [7;13), considera x = y—_3, desde que:
y 2

7<y<13
4<y-3<10
y—3

2<——<5 2;5
Entonces la f: X = Y es suryectiva 112 1EER

\ J/

Desde que f(x) = 2 (yT_g) + 3 =y, se tiene que
EJEMPLO:

y = Ran(f) = [7;13) € Ran(f) ... (1)
Indica si la funcién f:[2; 5) — [7; 13), dada por f(x) = 2x + 3, es

sobreyectiva. De (1) y (Il) se tiene Ran(f) = [7;13)

RESOLUCION: Por lo tanto, “f” es sobreyectiva.
Por doble inclusién se demuestra que:
Ran(f) = [7;13)
(©)Sea“y” € Ran(f) - IxER/y =2x+3
X€[2;5)>2<x<5

4<2x<10
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7.3.3  FUNCION BIYECTIVA
[ FUNCION BIYECTIVA ]

Sea f: A — B una funcidn. La funcién f es biyectiva si y
solo si es inyectiva y suryectiva.

PROBLEMAS Y EJERCICIOS RESUELTOS:

I.  Esinyectiva
1. Dada la funcién f: A — B definida por el diagrama sagital. Indicar VERDADERO, porque para cada elemento del primer conjunto
si es verdadero o falso le corresponde una imagen Unica
f Il. Es suryectiva
A B VERDADERO, porque el rango de la funcion comprende a todos
los elementos del conjunto de llegada.
lll.  Es biyectiva
VERDADERO, porque cumple con ser inyectiva y sobreyectiva
N RPTA: B
2. Hallar el valor de x> — y? sabiendo que la funcién f es inyectiva
. , f=1{(5;-1),(-3;2), 2x - y; —=1), (¥ = x; 2),(x; 6)}
I Es inyectiva
Il.  Essuryectiva A1
lll.  Es biyectiva B. 2
c. 3
A. VVF D. 4
B. VIV E. 5
C. Fvv
D. FFV RESOLUCION:
E. FFF Del enunciado:
. f={G;-1,(-32),2x—y; -1,y —x;2),(x;6)}
RESOLUCION: Como se trata de una funcién inyectiva la segunda componente de
Del enunciado: cada par ordenado no se puede repetir, entonces:
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e (=32)=Q—-x;2)
y—x=-3..(I)
e 5;-1D=Qx—y; -1)
2x —y =5..(I)
Resolvemos el sistema, ordenando y sumando MAM

y—x=-3
{ —y+2x =5
x =2 y = 1
Entonces hallamos: x? — y?

2)?*-(-1)*=4-1=3
RPTA: B

3. Indicar cudles de las siguientes graficas corresponden a funciones
inyectivas
l. Il.

-
) -2 -1 0 1 2 3
X

-1

3 4y
2 3
1
2
-3 | [1] 1 X
- 1
- = 2 -1 0 x=
-3
. vy
RESOLUCION:

De acuerdo a la afirmacidn: “En toda funcidn inyectiva se cumple que
cualquier recta horizontal intercepta a su grafica en no mas de un
punto”. Observamos que:

I. Siesinyectiva

Il. No es inyectiva
lll. No es inyectiva
IV. Sies inyectiva

4. Identificar cuales de las siguientes funciones son sobreyectivas
x+1
I. fR->R; f(x)=

4x
ILf: R->RY; gx)=x>+6x+9

A. f(x) es sobreyectiva; g(x) no es sobreyectiva
B. f(x) no es sobreyectiva; g(x) es sobreyectiva
C. f(x) essobreyectiva; g(x) es sobreyectiva

D. f(x) nosobreyectiva; g(x) no es sobreyectiva
E. f(x) essobreyectiva; g(x) es inyectiva

RESOLUCION:
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Analizando la funcién f(x):

_x+1
Y= Tayx
4xy =x+1
4xy—x =1
x(4y—1) =1
—
T4y
4y —-1+0
¢1
y 41
- Ran(f) =R — {Z}

Como el Ran(f) # R

Entonces, no es una funcién sobreyectiva.
Analizando la funcién g(x):
gix)=x2+6x+9

g(x) = (x + 3)?

Vértice:V (—3; 0) y la parabola es cdncava hacia arriba:

-5 -4 -3 -2 -1 0

— Ran(f) = [0; +o0)
Como el Ran(f) = R*
Entonces, si es una funcién sobreyectiva.

RPTA: B

5. Hallar el conjunto de llegada, para que la funcion sea sobreyectiva
sabiendo que la funcién es f(x) = 3x? + 2.

moow>
l_|l_|l‘§|7_|l_|
+
8
~

RESOLUCION:
Para que una funcidn sea sobreyectiva el conjunto de llegada debe ser
el rango de la funcioén.
Del enunciado: f(x) = 3x2 + 2
Hallamos el rango de la funcién
Hallamos el vértice: f(x) = 3(x + 0)? + 2
V(0; 2)
Graficamos:
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7

-2 -1 0 1 2

Se observa que el rango es —» Ran(f) = [2; + )
Entonces: : f: R — [2; +o0)
RPTA: C

6. Dada la funcién f:[a;10] > [-20;b] con regla de
correspondencia f(x) = x? — 4x — 32, hallar 2a + b para que f sea
biyectiva.

A. 20
B. 40
C. 34
D. 10
E. 28

RESOLUCION:

Del enunciado:

flx) =x%—4x—32
Hallamos el vértice completando cuadrados:

fx)=x?—4x+4—-4-32

fx) =(x—2)*-36

V(2; —36)

Sabemos que la funcion esta definida asi: f: [a; 10] —» [—20; b]
Para que la funcién sea inyectiva el Dom(f) = [a; 10] no debe
contener a la abscisa del vértice: h
Evaluamos los extremos del dominio:(a; —20)

—-20=(a—-2)?-36

36 —20 = (a — 2)?

+V16 = (a —2)
4 =q—2 V —4=qag-2
6=a vV —-2=a

Entonces:

Evaluamos los extremos del dominio:(10; b)
£(10) = (10 = 2)? — 36
£(10) = 64 — 36
£(10) = 28

Entonces:

Por lo tanto la funcién queda definida asi:

: f:[6;10] - [-20; 28]

i
130

Observamos que el rango de la funcion coincide con el conjunto de
llegada [—20; 28], entonces la funcidn es sobreyectiva.
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Nos piden hallar: 2a + b = 2(6) + 28 = 40
RPTA: B

Si f es una funcion inyectiva definida por
= {(x; x> — 2x)/x € (—o0; k — 5]}, entonces se cumple:

7.
f

| & ] oo w
o

moowp»
R
ol

IANININ IV IA

RESOLUCION:
Para que la funcién sea inyectiva el Dom(f) no debe contener a la
abscisa del vértice: h
Hallando el vértice de f(x) = x%2 — 2x
Completando cuadrados:
fxX)=x>-2x+1-1
f)=x-1)?*-1
V(1;-1)
Tenemosque h =1
El dominio podria ser:
x € (—o0;1] otambién x € [1; +0)
Del enunciado:

X € (—oo; k — 5]
Entonces: x € (—o0;1] = x € (—oo;k — 5]
-k—-5<1
k<6

RPTA: D

8. Dada la funcién biyectiva f:[a;b] - [—1;5] con regla de
correspondencia f(x) = Vx — 1. Sefalar el valor de a — b

A. —120
B. 0

c. —136
D. 126

E. —126
RESOLUCION:

Del enunciado: f: [a; b] = [—1; 5]
Reemplazamos (a; —1) en la regla de correspondencia f(x) = ¥x — 1
~1=%Va-1
(-1)3=a-1
a=20
Reemplazamos (b; 5) en la regla de correspondencia f(x) = Vx — 1
5=3Yp-1
G)X=b-1
126 = b
Nos piden hallara—b =0 — 126 = —126

RPTA: E
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7.4 FUNCION INVERSA Dominio de f Rango de f
Sea la funcion f = {(x; y)/x € Dom(f) Ay = f(x)} una funcién A/,— TN , e -x\\B
inyectiva; se define la inversa de “f”, que se denota por f~! como: " /,-—\-'"-;’ — ",.-*’i.x \
| /’ | | Y
lul .\\ .-| \ __/. ,l
[ f1={x) /xeDom(f) Ay = f(x)} ] / —
\_ S N\
EJEMPLO: Rango de f : Dominio de f ‘

- =

» f esinyectiva

Dada la funcién “f” biyectiva, indica la funcidn inversa de “f”, si f =

{(1;2),(3;4),(5;6),(7;8)}
» f7lesinyectiva
RESOLUCION: AL o bdiik ax 20

Para determinar la funcién inversa, basta intercambiar los

componentes:
F1={(21),(43),(65),(8;7)} [ Ne e ‘e \.*‘7\1

, Si la funcién “f” esta definida solo
7.4.1.1 PROPIEDADES DE LA FUNCION INVERSA por su dominio y regla de
Sea “f” biyectiva, su inversa “f~1”,cumplird las siguientes correspondencia, entonces “f” es
propiedades: obviamente_ suryectiva. En

consecuencia, para que “f” sea
= Dom(f~V) = Ran(f) piyect?va bastara que f S_effl
o inyectiva y, por lo tanto, existird

" Ran(f™") = Dom(f) L“f‘l" solo con esta condicion. ‘
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7.4.1.1.1 DETERMINACION ALGEBRAICA DE UNA FUNCION INVERSA La grafica de la funcién sugiere que “f” es inyectiva (uno a uno).

1i»

Si “f” es una funcioén inyectiva, y = f(x) Si “f” en realidad es inyectiva, la funcién inversa “f ~*” satisfara la

. s y
. L, ecuacion x = —
l. Se despeja “x” en funcién de “y”. y+1

“«,_.n «_n

. Se reemplaza “y” por “x

“«_.n

»y alafuncién “y’se le llama Si despejamos "y" en esta nueva ecuacién, tendremos la regla de

. «Ln wpr—1n»
inversa de “f” y se denota por “f ~". correspondencia para f 1.

EJEMPLO: y
B =——
& y+1
Determine una ecuacién para f~1(x), si f(x) = o considere la
. 3  rm—— x(y+1 =y Multiplicar por (y + 1)
siguiente grafica de la funcion “f”.
xyt+x=y Propiedad distributiva
y
Xy —y=-—Xx Aislar los términos en "y"
yx—1) = —x Factorizar "y"
y = i Dividir entre (x — 1)
y = :x Multiplicar numerador y denominador por (—1)
X
x
-1
x) =
[0 =
7.4.1.1.2 ELPRINCIPIO DE LA REFLEXION INVERSA
Cada uno de los puntos de la funcién f:y =3x + 1yde f Ly = xT_l
RESOLUCION: son simétricos con respecto a larectay = x.
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Luego, Dom(f) = R — {%}
2
Ran(f) =R — {5}

2
Entonces, A = >

Por lo tanto; la edad de Jimena es 184 = 18 (g) = 12 afos.

RPTA: B
2. Si f(x) = a2y ER - {—2}, hallar el valor de “a” para que
7 f_l — f
PROBLEMAS Y EJERCICIOS RESUELTOS A. 2
B. 3
1. La edad de Jimena esta determinada por "18A"; si el valor de “A” C. -2
es el unico valor que no pertenece al rango de la funcion inversa de D. -3
4x+1 E. 1
y=f)= 3x-2
Calcular la edad de Jimena RESOLUCION:
A 17 Se tiene la funcion:
anos ax+1— 2a
B. 12 afos fix) = x €R—{-2},
C. 9 afios y(x+2)=ax+1-2a
D. 36 afios yx+2y=ax+1-2a
E. 18 afios yx —ax =1—2a—2y
x(y—a)=1-2a-2y
” 1—2a—-2
RESOLUCION: x=— iy
Como Ran(f~1) = Dom(f), entonces hallamos el dominio de f. y - Ci Ca—2x
Asi; f(x) ER—>3x—2#0 1) =
— 3x +2 —a
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—2x+1—2a_ax+1—2a

XxX—a X+ 2
a=-—2

RPTA: C

3. Dada la funcién "f" definida por f(x) = x> — 2x + 4, determinar
f~1 sabiendo que ésta funcion existe y que, ademas (0;4) € fyel
Ran(f) = [3; + )

Foff)=1-vVx—3;x23
G.fTlx)=1++Vx—3;x >3
H.f7l(x)=-1—-vVx—3;x >3
L f7'x)=1—-vVx+3;x>-3
) f7A () =-1—-+Vx+3;x>-3

RESOLUCION:
Def(x) =x?>—-2x+4=(x—1)?+3.
Por dato:
- Como se menciona que f tiene inversa; entonces, f es inyectiva.
- Ran(f) = [3;+)y (0;4) € f
Graficando:

ok
’

Como Ran(f) = [3; +o0) = Dom(f™1)
Sea y=(x—1)?%+3:
> (x-1?=y-3->x—1]=,y-3

Comox<l-|x—1|=1—-x

»1-x=,/y—-3->x=1—-,/y—3

Intercambiando "x" por "y
fFlx)=1-Vx—-3;x >3
RPTA: A

4. Si "f" es una funcién definida por: f(x) =x+6Vvx—1—-1,x€
[1; 2]. Determinar f~1

K. f7'(x) =x+19— 6Vx + 9;x € [1;2
L f'x)=x—-9-6Vx+19;x € [0;7
M.fTI(x) =x+19—6vVx +9;x € [0;7
N. f1(x) =x + 19+ 6Vx + 9;x € [0;7
O0.f X (x) =x+9+6Vx +9;x € [0;7]

— e e e

RESOLUCION:
f(x)=x+6Vx—1-1,x € [1;2]
f)=(x—-1)+6Vx—1+9-9
fe)=Wx=1+3) -9
-Sil<x<2-0<x-1<1
0<vx—-1<1
3<vVx—-1+3<4
9<(Vx—1+3) <16
0<(Va—1+3) ' -9<7
Ran(f) = [0;7] = Dom(f 1)
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Sea:y=(m+3)2—9
y+9=(x—1+3)"
Jy+9=vVx—-1+3
Deaqui:x —1= (\/m—?,)z f—l
x=({y+9-3) +1 ﬂ

Intercambiando "x" por y
1) =(Wx+9 —3) +1

f‘l(x) =x+19—6Vx+9;x € [0;7]
RPTA: C y

5. Sea la funcion "f" definida por:
f={(;x?-2x+4)/Vx—1=0}

. 5 M s -1
La figura que mejor representa a la grafica de f~les: N f
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y

f—l

N
35 — x

E.

RESOLUCION:

Def ={(x;x2—2x+4) //x—-1>0

Se tiene: f(x) = x? —2x +4;/x —1>0
f=Gx—-12?+3;x=>1

Su grafica:

Yy

Luego, simetrizando la grafica anterior respecto a larecta y = x, se

obtiene la graficade f~1:

y v
F 7T
3l
/’ _1
T
1 3 X

Por lo tanto, la grafica que mejor representa f ! es la primera grafica
en las alternativas.
RPTA: A

6. La cantidad de preguntas que se equivocoé Carlos en su examen de
admision equivale a 4 veces la suma de términos de la regla de
correspondencia de la funcion inversa de "f". Si:

F={eyerxr/y=2"11

Determinar la cantidad de preguntas que se equivocoé Carlos.

moowx»
ON® O S

RESOLUCION:

Evaluamos: y = f(x) = i

x+1

=1 —iesinyectiva
x+1

— existe f~1
x-1

Dey—m%xy+y—x—1

xy—x=-1-y

339



EPRUNSA

_-m

xy-1D=-+1

~ y+1
X = =1
1 +1
=f'(y) = _y,y *1
Intercamblando "x" por "y":
f1) = ; X1

Piden, el cuadruple de la suma de términos de la regla de
correspondencia de la funcién inversa: 4(x + 1 + 1 — x) = 8.
Por lo tanto, Carlos se equivocd en 8 preguntas de su examen de
admisién.

RPTA: C

7. La cantidad de horas que entrena regularmente a la semana Alvaro,
esta determinado por: f~1(3) + g~ 1(3),
Sean las funciones:

Ol 2x —1 » 1
X) = (X FE — =
f 2x+1’ 2
) 2x+ 3 41
X) = ;X
i x—1 i
Calcular la cantidad de horas que entrena Alvaro a la semana.
A. 5 horas
B. 6 horas
C. 4 horas
D. 8 horas
E. 7 horas
RESOLUCION:
2x—-1
a) f( ) 2x+1 -y = 2x+1

2xy+y=2x—-1
x(y—2)=-y-1

_Zy—Z
_ x+1
Y= T2 ,
1 __x+
! (x)z +32x—-22 +3
X X
b) g(x) - x—1 - x—1
xy—y=2x+3
xy—2x=y+3
x(y—2)=y+3
_y+3
x—y_2
_x+3
YE XL 2 ;
X+
g7 (x) =
Nos piden f~ 1(3) +g 1(3), reemplazamos:
- = __x+1 x+3
)+ g7 () = 29{3_21+x_32 3
+ +
-1 -1 ¥
[E)+g7E) = g
=—1+6

fA@+g7@) =5

Por lo tanto, Alvaro entrena 5 horas a la semana.

8. Determinar la inversa de la siguiente funcion:

fx)=Vv5—x(]Jx—5|+1+x)

20—x2

A. ;x>0
36
180—x
B. ;x>0
36

RPTA: A
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2_

. X22.x>0
236

pD. X189y >0
362

E. 36-x ;x>0
180

RESOLUCION:

Tenemos la funcién f(x) = V5 —x(|x =5/ + 1+ x)
Evaluamos el dominio de la funcidn:
Dom(f) ={x e R/5—x =0}
={x e R/x < 5}
Dom(f) = (—; 5]
Comox<5-5x—-5<0-|x—5]=5-—x reemplazamos en la
funcidén
fx)=vV5—x(x=5/+1+x)
fx) =v5—x[(5—x)+1+x]
f(x) =6V5—x
Veamos si "f" es inyectiva:
Seanayb € Dom(f) de modo que f(a) = f(b)
6V5—a=6Vv5—>h
V5—a=vV5—-b
5—a=5-b
—a=-b—-a=>»b
Afirmamos que "f" es inyectiva.
Hallamos su inversa como y = 6V5 — x

y? =36(5—x)
36x = 180 — y?
180 — y?
N 36
Intercambiando "x" por "y":
180 — x?
Y="36

. 180 —x?
f7(x) = 36

Hallamos el dominio de f 1. Para ello basta hallar el rango de "f™":

Comox <5
—x=>-5
5—x=>0
V5 —x=0
6v5—x =0
)
Dom(f~') = Ran(f) = [0; +0)

RPTA: B
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7.5 ECUACION Y FUNCION EXPONENCIAL

7.5.1 ECUACION EXPONENCIAL el f\.\ O \,Q7
Una ecuacion exponencial es aquella ecuacion en la que la incognita IMPORTANTE: \(
aparece en el exponente. (HUERTAS, 2015) Excepcion respecto al

I ' . ” criterio Ill,
Criterio I: “A bases iguales, exponentes iguales

[Ny ) | 6 =6 woiet |
Donde:a >0 A a # 1;ademasx;y € R

7.5.2 FUNCION EXPONENCIAL

Criterio II: “A exponentes iguales, bases iguales”

(F=y—rey)
Donde:n # 0 Ax;y € Rt

Una funciéon exponencial de base "a" es aquella cuya regla de

correspondencia es:

( fx)=a*VxeRa>0Aa+1 )

e D
Criterio lll: “Criterio de comparacion” La importancia de esta funcion radica en su aplicacion en la fisica,
[ ¥ =yY S x= ﬂ biologia, medicina, demografia, etc.
Este criterio tiene algunas excepciones 7.5.2.1 PROPIEDADES:
\ J

1. En toda funcion exponencial cuando "x" esigual a 0, la funcién toma

el valor de uno.

f(x) =a*;si x=0

fO=a"=1
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2. En toda funcién exponencial, cuando x es igual a uno, la funcién 4 A
toma el valor de la base
f(x)=a%six=1
f(l) = al =a (0;1)
— (0;1)
\b
== - = =
RECUERDA: TEOREMAS Asmeota: 0 X | Asintota: o X
y = y= 0
1.Va>l:am<a*eom<n | 1
2.V0<a<l:a"<a*"em>n
3.Va>0;VxeR:a* >0 Dom(f) = R Dom(f) = R
Ran(f) = ]0; + oo Ran(f) = ]0; +oo|
7.5.2.2.1 DESPLAZAMIENTO:
7.5.2.2 GRAFICA DE LA FUNCION EXPONENCIAL
a) Horizontal:
Casol:Basea > 1 Casoll:Base0 <a <1
- Es una funcidn creciente. - Es una funcién decreciente. fx) =22 f(x) = 2¥*2
- Se cumple: - Se cumple:
X1 < Xp & a*t < a*? x1 < X3 © a*t > a*2 ty
- La grafica pasa por el punto |- La grafica pasa por el punto !
(0;1) (0;1)
- Asintota horizontal: y = 0 - Asintota horizontal: y = 0
R el -
-2 -4 0 2 x
i h M
x
b) Vertical:
f(x)=2"+2 flx)=2*-2
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I.Si: 1281 =321y =6

1y did . Si: 927%. 273 =1 = x = —13
: . si: V2% - V21-x =4 = x = -6

| A. VVF
/ B. VWV

P 2 ; C. VRV
k D. FFV
E. VFF

RESOLUCION:
l. x = 6, es una solucién para: 128*~1 = 32**1 esto es:

Igualando bases:
7.5.2.2.2 Reflejos sobre los ejes: (27)%1 = (25)*+1

Luego:

SOBRE EL EJE "x": SOBRE EL EJE "y": : ' 7x —7=5x+5
flx) = —2% Flx) =27% Esto implica que: x = 6, entonces es: (V)

+y

Tty ll. x = —13, es una solucién para: 927% - 27**3 = 1, es decir:
(32)2—x(33)x+3 =1

Por lo que:

34-—2x . 33x+9 =1 3x+13 =1

1
—)3x=E=3_13

O ! 2 ? ‘x Asi, x = —13, entonces es: (V)

. 4 —
[ll. x = —6 es una solucidn para: V2% - V217X = 4, pues:

1 1 x, 1 x
(29)2(217%)2 = 22 & 227272 = 22

1
PROBLEMAS Y EJERCICIOS RESUELTOS % _ g =2-3
X — 2x

1. Indique verdadero (V) o falso (F) seguin corresponda: T

Nlw N
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Luego, x = —6, entonces es: (V)
~ La respuesta es: VVV

2.Si 3%2* + 9 = 10(3%), entonces el valor de x + 1 es:

moowp
(SN RS
o-
Ul

RESOLUCION:
Reescribiendo la ecuacion:
(3%)?2+9=10(3%

Haciendo un cambio de variable para 3* = n, por lo que:

n?—10n+9=0
Factorizando la ecuacién cuadratica:
m-1)n-9 =0
n—-1=0vn—-9=0
n=1vn=9
Volviendo a la variable original:
Para 3* = 1, lo cual implica que:
3*=3"=3x=0
—x2+1=02+1=1
Para 3* =9, lo cual implica que:
3*¥=32x=2
—x2+1=22+1=5
~Elvalordex? +1es:1V5

3. Hallar el rango de la funcidn f, si:

RPTA: B

RPTA: C

f(X) — 22x+3 ] [

A.]11; 5]
B. ]2; 5[
C. 13:30]
D.13;32[
2
E.]E,ZS[
RESOLUCION:
A partir del dominio restringido: x € | —2; 1]

—-2<x<1
Multiplicando (2) » -4 < 2x < 2
Sumando (3) » —-1<2x+3<5
Labase (2 >1)— 271 < 22¥+3 <25

271 < f(x) < 25
< flx) <32
Ry =]%: 32[
RPTA: D

4. Sea la funcién: g(x) = 3*° ~8%+19 x €13; 5[ y cuyo rango es
[a; b[. Hallar el valor de b — a.

A. 30
B. 54
C. 50
D. 60
E. 36

RESOLUCION:
Completando cuadrados en el exponente:
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x?—8x+19
x?—8x+4%2—42+19
Binomio al cuadrado (x —4)? + 3
Remplazando en la funcién el exponente
g(x) — 3(x—4-)2+3
Sabemos que: x € ]3; 5[
3<x<5
Restamos (4) » —1<x—-4<1
Elevamos()? = 0 < (x — 4)? < max{(—1)?; 12}
0<(x—4)Y<1
Sumando (3)>3<(x—4)*+3<4
La base (3 > 1)— 33 < 3= 9*+3 < 34
27 < g(x) < 81
Ry =[27;81[ comparando [a; b[
Entoncesa =27 y b =81
Nos piden b — a
81 —27 =54
RPTA: B

5. El nUmero de socios de un club esta modelado por la funcion:

P(t) = 12(2)3
Donde "t" es el tiempo en meses transcurrido desde la apertura. ¢ Qué
tiempo debe transcurrir para que el club tenga el cuadruplo de socios
de la cantidad inicial?

A. 4 meses
B. 7 meses
C. 3meses
D. 6 meses
E. 2 meses

RESOLUCION:

t: tiempo en meses
P(t): cantidad de socios
Cantidad inicial de socios

0
t=0 - P(0) =12(2)3
P(0) =12
Luego la cantidad de socios se cuadruplican
P(t) = 4(12) = 48
t
P(t) =12(2)3

t
48 = 12(2)3
t

Reemplazamos

4 =23
22 = 2t/3
Por propiedad Y = é
t = 6 meses

RPTA: D

6. Juancito quiere comprar una mochila en una tienda, le informan
que el costo en soles es iguala “100 + b”, donde “b” es el conjunto
solucion en:

22x+2 = 6% + 2(3)2x+2

Hallar el costo de la mochila.

A.S/98
B. S/ 92
C. S/ 85
D. S/ 116
E. S/ 88

RESOLUCION:
Del enunciado:
22x+2 — 6x + 2(3)2x+2
22x+2 _ 6x _ 2(3)2x+2 =0
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22x . 22 _ 6x _2(3)296, 32 =0
4-2%2% —6* —18(3)2* =0
4(2%%) — (2%)(3%) — 18(3%)* = 0

Hacemos aspa simple
4(2%) —9(3%)
(29 “><: 2(3%)
Luego, (4(2%) —9(3*))((2¥) +2(3%)) =0
4(2%) —9(3%) =0
22(2%) = 32(3%)

2x+2 = 3x+2

Cumple cuando:

Luego:b = x = =2
De ahi: 100+ b =100—-2 =98

= El costo de la mochila es S/98.

RPTA: A

7. La compaiiia COOPELEC fabrica focos LED, cuya cantidad de focos
que se vende estd determinado por: Q(t) = 40000(16-%125t),
donde “t” es el tiempo (en semanas). Si la siguiente campafa debe
realizarse cuando este sea igual a la cuarta parte de la cantidad inicial
que habia de focos, écuanto tiempo tendra que pasar para dicha

campaia?

A. 1 semana

B. 2 semanas
C. 3 semanas
D. 4 semanas

E. 5 semanas

RESOLUCION:
Del enunciado:
La venta inicial t = 0
Q(0) = 40000(169125(®)
Q(0) = 40000 x 16° = 40000

Luego, la siguiente campafia se realizard cuando este sea igual a la

cuarta parte de la cantidad inicial.

1
Q) = ZQ(O)
Reemplazando, 40000 X 16‘0'12“ = = X 40000
(42) =025 e 4—1
4~ OZSt 4—
=025t ==
t=4
~ Tendrd que pasar 4 semanas

8. En la siguiente ecuacién exponencial:
16* — 256 = 60 - 4%

équé podemos afirmar del equivalente de "x", si x € R?

mc.nsw?
= OO W

2
-9

RESOLUCION:

RPTA: D
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En la igualdad dada:

16Y* — 256 = 60 - 4V*
Expresamos la ecuaciéon como:

(42)V% — 256 = 60 - 4V*

> (497)" — 256 = 60 4%
Por cambio de variable para: n = 4Vx
n? — 256 = 60n
n? —60n — 256 = 0
Factorizando:
n—-64)(n+4)=0

Asi:

n—-64=0V n+4=0

>n=64 V n=-4

Volviendo a la variable original:

4% =64 v 4% = 4
La primera ecuacion tiene por solucién a:

4% = 64  4V% =43
Igualando exponentes:

Vx=3>x=9
La segunda ecuacidén no tiene solucién en R, pues:
af®
No puede ser cero o negativo parax € R
Por lo tanto, x = 9 cuando x € R
RPTA: B
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7.6 ECUACION LOGARITMICA EJEMPLOS:
7.6.1 LOGARITMOS EN R: NOTACION Y CONDICIONES DE EXISTENCIA 1. 5logs13 — 13
DEFINICION: 2. 7logym _ o
Dado un numero real a >0 A a # 1, el logaritmo de un numero, 3. 10g3% =x
siendox > 0 en la base “a”, es el exponente “y” al que debe elevarse 3 1
“a”, de manera que se cumpla que a¥ = x. 729
P
Notacién: 36
F¥E{°

C log,x =y ) x=—6

U0 "

Se lee: “y” es el logaritmo de x en base “a”.

7.6.1.1 PROPIEDADES DE LOGARITMOS
De la definicidn se tiene:

4 )\
logox=y—->a"=xx>0a>0,a*1 SeaN,P € R* yunabasea>0 A a+#1

IDENTIDAD FUNDAMENTAL DEL LOGARITMO 1 Logaritmo de la base
log,a=1oat=a

Utilizando la definicién: 2 Logaritmo de la unidad

log,1=0ea =
logex=y..(1) 3 Logaritmo de un producto

Tenemos que: N log, N.P =log, N +log, P )
ab =x..(2)

EJEMPLOS:

1. logs 15 =logs(3)(5)
logs 15 = logs 3 + logs 5

Reemplazamos (1) en (2) obtenemos la identidad fundamental

al®8a* — x: v x > 0, A acR*—{1}
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logs 15 =logs3+1

Sean N,P € Rt yunabasea>0 A a#1

2. log;7 +logs 4
g3 83 9. Antilogaritmo

log5(7)(4) antilog, a = b®
log; 28 antilog,(log, N) = N
e ~N log,(antilog, N) =N
+
Sean N,P € R™ yunabasea>0 N a+1 10. Cologaritmo
4. Logaritmo de un cociente colog, a =log, (5) = —logpa
N
log, (—) = log, N —log, P \ J
N P . EJEMPLOS:
. Logaritmo de una potencia ] e A
logy N* =xlog, N 1. logs V25 = 120g5 /52 =210g5 5
x 3 = — X .
log,y N* =; logy N logs V25 3 logs 5 3 1
2
Consecuencia: p logs V25 = #
o — - gl 4
log(w)(W) =log @) N(f) = %logaN - %logaN 2.logsz33 = log‘k/g“ 3" = logs 3
i y logsz3 = 4log; 3 = 4
logy, N* =xlog,|N|; x es par 3. log; 25 - log, 3 - logs 4 = logs 25
i ( ym =2logs5=2-1
logl* N = (log, N 1
R g 4. LY logz 9 = 2
6. Cambio de Base log 73
log, N 5.1og; 9 = log; (=) = logz 372 = —2
log, N = S5 . psonb=1 983 083 (9) 083
lOgb a 3log2 5 glogz 3 _ 3logz 54 3logy 5
7. Regla de la Cadena " 3logszs T log 5V7s
log, N .logy P.logp Q .logy S =log, S 2 - 310825
) = 3log, 5
8. Regla del Intercambio 3log,5 4 glog, 3
\ x108bY — ylogpx / 3108, 25 =
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7.6.1.2 SISTEMA DE LOGARITMOS

De la definicion se deduce que cualquier nimero positivo, diferente de
la unidad, puede utilizarse como base de un sistema de logaritmos; por
lo tanto, el nUmero de sistemas de logaritmos es ilimitado. Los mas

importantes son:

7.6.1.2.1 LOGARITMOS DECIMALES:

Cuando la base de los logaritmos es 10, el sistema logaritmico que se
obtiene recibe el nombre de sistema decimal de logaritmos o sistema
vulgar de logaritmosFuente especificada no valida. o sistema de

BRIGGS.
log0x = logx

7.6.1.2.2 LOGARITMOS NEPERIANO O HIPERBOLICO:

Es aquel sistema cuya base es el nimero trascendental de Euler:

X
Siendo: e = 2.71828 ... = lim (1 + i) y es denotado por:

x>0
log.x =Inx

7.6.2 ECUACION LOGARITMICA

Es aquella ecuacidon donde una incégnita (o mas) estd afectada por el

operador logaritmo.

Son ejemplos de ecuaciones

l.log(x+7)=4

2.log,(x* + 1) = log,(2x? — 8)
3.log,x? =9

No son ecuaciones logaritmicas
1. x +log,5 =3

2.log 54+ log,8+ 1 =xlog,3

PROBLEMAS Y EJERCICIOS RESUELTOS
1. Hallar el valor de "2A + 2", sabiendo que:

A= log%s -log;781 + 3log 12525 — 4109\/36\/6

RESOLUCION:
Dando forma a la expresion:

4 2 3/2
6log55-§log33+3 -§l0g55—4 ——log¢6

1/2
Simplificando:
4
3

0N
=

I o

o0
+

Entonces:
24+2=2(-2)+2=—-4+2=-2
RPTA: D
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2. El pago de mis letras en la tienda “Tottus” son el dia “F” de cada

mes. Si el valor de “F” lo obtenemos de:

F =logs24 + log,5144 + log\/§5\/§ —log 524

¢Qué dia tengo que pagar mis letras?

A. El dia 2
B. El dia 4
C. Eldia6
D. Eldia 8
E. Eldia1l

RESOLUCION:
Acomodando la expresién:

F =logs24 + logs212% + log(\/g)z(S\/E)2

Entonces:

Acomodando la expresién:

logs24 + logs12 + logs50 — logs576

Por propiedad de suma de logaritmos:
logs(24)(12)(50) — logs576

Por diferencia de logaritmos:

F = logs(

A 2
log(ﬁ)224

24 X 12 X 50)
576

F =logs25
F = logs52

F=2

Por lo tanto, tengo que pagar mis letras los dias 2 de cada mes.

3. Simplificar la expresion:

RPTA: A

_ 3logg:2 +logsV2
logy 38 — log;432

m O 0 ® >
NI NS VNN [NV & §S, B VN

RESOLUCION:
De la expresion, aplicando propiedades:
3log42 + log;2'/?

b log(gﬁ)zS2 — logss2
_ 3log:2 +log;2/?

" 10g4364 — logss2
_ 3logzs2 + logz2!/?
~ 10g3s25 — logss2

3 1
/7 Zlog32 i 710g32

P =
glog32 —%log32
Simplificando se tiene:
3,1 5
p_2%2_12_5
6 1 1 4
5 5

4. Calcular el valor de:

RPTA: B
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eln(z—y) + eln(z—x) + eln(x+y)

(e*+e’+e?)(x+y+2z)
Si se cumple que: x = In2, y = In3, z = Iné6.

.11
1
11
36

11
11

‘36
1

mo o »p»

RESOLUCION:
Por la propiedad de a'®9aN = N, el numerador se transformay el
denominador por el dato:
=t @m0t (x+y)
"R (elTLZ + eln3 + eln6)(x + y + Z)
Simplificando y reemplazando tenemos:
2z

~(2+3+6)(n2 + n3 + n6)
j 2(ln6)
~ (AD[n2)(3)(6)]
N In6?
~ (11D)In36

De ahi que:

E_1
11

RPTA: B

5. Si se sabe que: log,x = 5;log,z =9,
entonces, hallar log,,,,z

1
15

45
15

17
17

15

!“,UP!T‘J’

RESOLUCION:
De las condiciones tenemos:
logy,x =5 AN log,z=9
Aplicando definicién:
YRE 4 §ANE= 2
Relacionando:
(y%)° = x? = ¥ =x9 =7
Reemplazando en funcién de z:
xyz=3z -z z

xyz = Z1/9 . 71/45 . ,
1.1 17
xXyz = Z9+45+1 715
Nos pide:
l0gyxy,z = log 17z
zlS
Por propiedad:
1 ] ~ 15
17/15 292 =17

RPTA: D

6. Al postular a un trabajo, quedé en el n° puesto, lo cual fue una
alegria para mi persona. Si el valor de n° lo encontramos en la
expresion:
1 1 1
= + +
1+ log,6 1+1log,3 1+1log.g0,666 ...

353



PRUNSA

_&M

¢En qué puesto quede para este trabajo?

A. 1°
B. 2°
C. 3°
D. 4°
E. 5°

RESOLUCION:

De la expresion:

1+ log,6 =log,2 + log,6 = log,(2)(6) = log,12
1+ 10gs3 = logy4d + log,3 = log,(4)(3) = log,12

2 2
1+ log,50,666 ... = log,518 + l0g15 (§> = log,5(18) <§>

= log1812
Reemplazando en la expresién:
1 1 "

'S log,12 =z log,12 + log,g12
Aplicando propiedad:
n = log,2 + log,,4 + log,,18
n = log1,(2)(4)(18) = log,,144
n = log,,122
n = 2log,,12 =2
Por lo tanto, quede en 2° puesto.

RPTA: B

7. La virgen de la Candelaria se celebra el “x” de febrero de cada afio,
siendo esta una festividad muy religiosa en el Pertii como en otras
partes del mundo. Si el valor de “x” lo encontramos en:

x = log{antilog,[(log,5 + 2) — 1]}
¢Qué dia se festeja esta festividad?

A. 2 de febrero

B. 4 de febrero
C. 6 de febrero
D. 8 de febrero
E. 5 de febrero

RESOLUCION:
Resolviendo la expresion por partes se tiene:
log,5+ 2 =log,5 + log,4 = log,20
Reemplazando en x:
x = logf{antilog,[log,20 — 1]}
También:
log,20 — 1 = log,20 — log,2 = log,10
Reemplazando en x:
x = log{antilog,[log,10]}
Aplicando propiedad:

x = log {antilog4[log4100]}
100
Simplificando se obtiene:

x =1log100 = 2
De ahi que, la virgen de la Candelaria se celebra el 2 de febrero de
cada ano
RPTA: A

8. De la expresion:

P = loggJg (antilogsx/§ <logﬁ (antilogw (colog%8))>>

El valor obtenido después de simplificar “P” es:

oo w>p
0 3 Ul

I
Ne)
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E. =5

RESOLUCION:
Desarrollando por partes:

_ _ - _ 3 _ - _
cologs;8 = —loge;8 logZ%Z 18log,?2 18

antilogw(—18) = ‘{/5_18 = \/7_9

logﬁ\/i_g = -9
Reemplazando finalmente se tiene:
P = log%(antilog%(—%) ==9
RPTA: D
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7.7 FUNCION LOGARITMICA
Es la funcién inversa de la funcidn exponencial, cuya regla de

correspondencia es:
( f(x) =log, x )

Siendo la funcién logaritmo con base "a" (a > 0;a # 1;x > 0)

2 1 0 E 1;0 x 4
Donde: lﬁgah_——/( ) X

Dom(f) = (0; +oo)

1
I
I
|
1
1
i

Ran(f) =R

Es decir, f = {(x;logax) /x €R*;a>0Aa # 1} 7.7.1.1 DESPLAZAMIENTOS:
7.7.1 GRAFICA DE LA FUNCION a) Horizontales:

Casol:Basea > 1 Casoll:Base0 < a <1 f(x) =log(x — 2) f(x) = log(x + 2)

- Es una funcion creciente. - Es una funcioén decreciente. 4y

- Se cumple: - Se cumple: _ ty

x1 < x5 < log, xq1 <log, x; X1 < x5 < log, xq1 > log, x; h |t
- La grafica pasa por el punto (1; 0) |- La grafica pasa por el punto (1; 0) o IEEET 187 << IaEaT Iuuny a1
- Asintota vertical: x = 0 - Asintota vertical: x = 0 5 3
Ran(f) =R Ran(f) =R
Dom(f) = ]0, + oo Dom(f) =10, +oo[
P f
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b) Vertical:
PROBLEMAS Y EJERCICIOS RESUELTOS
f(x) =log(x) + 2 f(x) = log(x) — 2
1. Dada la siguiente funcién:
Ay Ay f(x) = log(x—Z)(4’ —X)
T e 3 Determinar el dominio.
i k| A. (2;4) — {2}
k - B. (2;4) — {3}
C. (—2;4) — {3}
L h o 5 ; X D. (—2;7) — {0}
E. (2;5) - {1}
RESOLUCION:
Dada la funcion:
f(x) = logee-2)(4 = %)
7.7.1.2 REFLEJOS SOBRE LOS EJES. Para determinar el dominio, por condicién de logaritmos se debe
cumplir:
Sobre el eje x Sobre el eje y . £S2#1Ax=2>0 Ad-x>0
Resolviendo:
f(x) =—log(x) f(x) = —log(x) x#1+2 AN x>2 N —x>—4
x#3 AN x>2 N x<4
4y Ay Por lo tanto:
; 2| Dom(f) = (2;4) — {3}
5 RPTA: B
1 —> 2. Sea "f " una funcion definida por:
X
x f(x)= [1+1log x
=2 = 0 \;{ (7)
] Determinar el dominio de la funcion.
A. (0; 2]

357



sFRERRUNSA
neasezos  Ulpkeplzzn warvATca

B. [}, 3] Dado: f(x) = log( )+ 2
. [5:4]
D. [—1; 3] Teniendo en cuenta definicién de logaritmo:
E. (—1;2] >0
x—5

RESOLUCION:
Para el calculo del dominio se tiene: Puntos criticos:

1+1logix=0 x=0y x=5

2 .
+ | - |
-x>0A logix=>-1 - + ,
2 —n 0 5 o

Entonces: Dy = (—0;0) U(5; + o)

=> i
x>0 A log%x B | 10932 Menor valor entero positivo: 6

“ "

-x>0A x<2-0<x<?2 Para hallar el rango de la funcién vamos a despejar “x
las restricciones:

y analizamos

Dom(f) =< 0; 2] y = log( x5)+2

RPTA: A
3. Dada la funcién "f ": p) y=2= log( % 5)
f(x) = log (m) +2
Hallar la suma del valor entero que no puede tomar el rango de la Aplicando definicion de logaritmos:
funcidén con el menor valor entero positivo del dominio. 10Y72 = =
10Y xx
100 - x—5

10Yx — 5.10Y = 100x

107x — 100x = 5.10¥

x(10¥Y —100) = 5.10”
5.10%

~ 107 =100

mooOowp>»
= O W oo™

RESOLUCION:
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10Y —10% # 0 Por lo tanto:
Ran(f) = R — {2} Ran(f) = [13;21]
Valor entero que no puede tomar el rango: 2 RPTA: C
Nos piden, la suma del valor entero que no puede tomar el rango de 5. La magnitud del sonido en decibeles "D" en funcidn de la potencia
la funcidn con el menor valor entero positivo del dominio. se determina segun la funcion:
2)+6=28 D(P) = 160 + 10log P
RPTA: B Donde "P" ,es la potencia en watts/cm?. Determinar la potencia
del aire en estado libre, sabiendo que su magnitud en la ciudad de
4. Dada la funcion "f" definida por la regla de correspondencia: Arequipa es de 140 decibeles.
f(x) = 4log, x + 1, si Dom(f) = [8;32]
Calcular el rango. A. 0,012 watts/cm?.

B. 0,12 watts/cm?.

A. [11;20] C. 0,123 watts/cm?.
B. [12; 21] D. 0,21 watts/cm?.
C. [13;21] E. 0,01 watts/cm?.
D. [14; 23]
E. [15;18] RESOLUCION:
Extraemos datos del enunciado:
RESOLUCION: D = 140 decibeles
La forma de la funcion cuando la base es mayor que 1 es creciente, Evaluando en la funcién:
ademas: D(P) =160 + 10log P
Dom(f) = [8;32] 140 =160 + 10log P

Es decir: —20 =10log P

8<x<32 —2=logP
Reemplazamos valores extremos en la funcion: Aplicamos la definicidn de logaritmos:

f(x) =4log,x+1 1072=P
x=8-f(8)=4log,8+1 Por lo tanto, la potencia es de:
f(g) =4(3)+1 . watts
£(8) = 13 P =0.01 o
x=32-f(32)=4log,32+1 RPTA: E
f(32)=4(5)+1
f(@32) =21
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6. La empresa arequipeifia “Autos Pibe Valderrama” logra el
ensamblaje de autos segiin el modelo f(t) =500(1— e %)
unidades, después de “t” dias. Calcular la cantidad de dias que se

necesitan para lograr ensamblar 400 autos? (Considere In (%) =
-1.6)

A. 4 dias
B. 6 dias
C. 8dias
D. 16 dias
E. 32 dias

RESOLUCION:
Se requiere ensamblar 400 autos, reemplazamos dicha cantidad en:

f(&) = 500(1 — e~01t)
400 = 500(1 — e~01t)
4 =5(1— e 01t)

g = (1—e 01t
g_ 1A
_% — —p~01t
Hacemos el cambio de signo:
% e =01t

Aplicamos In en ambos lados:
1
In (g) = In(e™ 1)

1
In (E) = lne™ 01t

(E) = —0,1t(lne)
-1,6 = —0,1t

16 =t

Por lo tanto, 400 autos se ensamblaran en:
t =16 dias
RPTA: D

7. La poblacién futura del pueblo Arenal en Mollendo, actualmente
es de 8 000 habitantes puede aproximarse mediante la funcion:
f(t) =8000(1,4)7%2,

Donde “t”es el numero de anos a partir de hoy. Determinar cuantos
anos tiene que transcurrir para que la poblacion del Arenal tenga
4 000 habitantes.

(Siendo: log 0,5 = —0,30 y log1,4=0.15)

A. 9 anos
B. 8 afios
C. 10 afios
D. 11 anos
E. 12 anos

RESOLUCION:
De la funcién dada:
f(t) =8000(1,47%2%%
Nos piden determinar a los cuantos afos tendra:
f(t) = 4000 habitantes
Reemplazamos:
4000 = 8000(1,47%2%

1
R 1’4—0,2t
2
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Aplicamos log en ambos lados:

1
log (E) = log(1,4)”%%
Por logaritmo de una potencia:

1
log <§> = (—0,2t)log (1,4)
log 0,5

—0,2t
log 1, 4
log 0,5 3
—-0,2log 1,4 B
log 0,5
L ...(])
0,2log 1,4
Reemplazamos:
log0,5=-0,30 y log1,4=0,15
En la ecuacién (I):
(=0,30)
0,2(0,15)
Por lo tanto, habra 4 000 habitantes en:
t = 10 afios
8. Si la siguiente funcion:
X 2 8

(@) = logs -

de la funcién f(x).

onwp
W N = O

-1 x+1 x2-1
Calcular la suma de los valores enteros que no pertenecen al dominio

RESOLUCION:
Por condicién de la funcidn logaritmo, hallamos Dom(f):

X 2 8
x—1_x+1_xz—1>0
Por M.C.M:
x’+x—2x+2-38
x+Dx—-1)
x> —x—6
GrDE-1" "0
Factorizando el numerador:
(x—3)(x+2)
x+1Dx-1)

Analizamos el Denominador:
x+1#0 ->x=#-1
x—1#0 -x=#1
Puntos criticos:
x=3;x=-"2;x+-1, x+1
Graficando:

= - -

—oo —2 -1 1 3 +o0

oa . n

Los valores enteros que no pude asumir “x” son

-2;—1;1; 2y 3

Nos piden la suma de dichos valores:
—-2-1+1+2+3=3

RPTA: D
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8 GEOMETRIA ANALITICA

8.1 GEOMETRIA ANALITICA
C APiTU LO VIII 8.1.1 SISTEMA DE COORDENADAS CARTESIANAS

René Descartes, matematico francés, en 1637 define una ecuacién

GEOMETRl’A ANALiTlCA algebraica para cada figura geométrica; es decir, un conjunto de pares

ordenados de numeros reales (x; y) tal que a cada par se le asocia un

punto del plano llamado PLANO CARTESIANO.

/E/ objetivo fundamental de la geometria analitica consiste eh

El plano cartesiano son dos rectas perpendiculares, cuyo punto de
crear representaciones visuales de los conceptos matemdticos
mediante el uso de los sistemas de coordenadas. interseccion se denomina origen. La recta horizontal recibe el nombre
: : ; il de eje "x" o eje de las abscisas y la recta vertical recibe el nombre de
En este capitulo ademds de ubicar, representar puntos utilizando
las coordenadas cartesianas, estudiaremos los métodos bdsicos eje “y” o eje de las ordenadas.
para hallar las coordenadas de un punto segun sus
caracteristicas y condiciones, encontraremos la representacion Ay
de la recta a través de una ecuacion lineal utilizando para ello
elementos que la definen. Utilizaremos estrategias para resolver I CUADRANTE | 1CUADRANTE
problemas que involucren propiedades y ecuaciones de la (=it) (+it)
kc:ircunferencia, pardbola, elipse e hipérbola. / .
il |-

I CUADRANTE | IV CUADRANMNTE
(=) (+-)

\J

El plano cartesiano presenta cuatro regiones llamadas “cuadrantes” y

a cada punto P se le asigna un par coordenado P(x,y). (Lehman, 2015)
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8.1.2 DISTANCIA ENTRE DOS PUNTOS
La distancia entre dos puntos, se define como el valor numérico o valor
absoluto de la longitud del segmento rectilineo que une esos dos

puntos. (Lehman, 2015)

Para determinar esa distancia, podemos utilizar el teorema de
Pitagoras, o la formula de distancia entre dos puntos obtenida del

Teorema de Pitagoras.

y X
B(x,;
Yy (x2;¥2)
\
>J’2—Y1
@i,
™
yi| L
) xl1 X2 X

d(AB) = /(x; — x1)? + (y2 — y1)?

8.1.3 PUNTO MEDIO
Sea M, punto medio de AB

Y

V2 B(x3;y2)

Yo

Y1 "",A(xﬁyﬂ
| x1 xo xz :x
M = (x¢; yo)
X1+Xx2 Y1+ )’2)
M= :
( 2 ’ 2

8.1.4 BARICENTRO
El baricentro de un tridngulo es el punto de interseccién de todas las

medianas.
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En efecto:
YV 4
A(xy;
2] — (x1;¥1) Va
ys3 P; (x3;¥3)
Y2 B(xy;y2)
Y2 P, (x2;¥32)
Y3
i YT ipl(xﬁh)
" X3 Xp Xy X i
< Ag L Coy
v X1 X3 X2 x

- (x1+x2 +X3 Yy1tY2 +J’3>
i 3 ; 3
AA :AP1P3B+BP3P2C_AP1P2C
8.1.5 AREA DE POLIGONOS CONOCIENDO LAS COORDENADAS DE

SUS VERTICES 1 1
Ay =5 (1 +y3) (3 — x1) + 5 (73 + 32) (%3 — x3)
8.1.5.1 AREA DE UN TRIANGULO CONOCIENDO LAS COORDENADAS 2 2
DE SUS VERTICES _1( )0 — xD)
Sean P(xq; ¥1), P2(x2;y2) y P3(x3; y3) los vértices de un tridngulo. PG C A
El area del tridngulo en funcion de las coordenadas de los vértices es Ay = > (X1Vo + X3V3 + X3V1 — X3V — Xo3V1 — X1V3)
dado por:
Que expresado en forma de determinante es:
11 M 1
Ay=3¥2 ¥z 1 1 y1 1
x3 y3 1 Ay =5%2 Y2 1
x3 Y3 1
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calcularemos su darea haciendo wuso de la determinante.
Sentido antihorario
[ A " Bxy; )
\ \ Y2 i
r IMPORTANTE:
La forma maés practica para calcular el
) Y1 A(x4;
determinante es: (x5 y1)
X1 ¥ 'S 1C(x3;¥3)
1 |X i
Ay =3 - |
= + ;
1 < ' >
— + + X3 X2 X1 X
+

1
=3 (X1Y2 + X33 + X3Y1 — X3Y2 — X2)1

i — X1Y3)

_

Observacion: Para el cdlculo del area de cualquier poligono convexo
conociendo las coordenadas de sus vértices. Bastara con conocer la
ubicacién de estos; ya que, tomaremos un punto como referencia y
seguiremos en sentido antihorario para la representacion de Ia

determinante correspondiente.

Por ejemplo, dado las coordenadas de los puntos 4, B y C; si tomamos

como referencia el punto A, seguiremos en sentido antihorario vy

+» Determinante
P
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PROBLEMAS Y EJERCICIOS RESUELTOS

RESOLUCION:
Sea M el punto medio de: A(3;7)y B(17;11)

3+17 7+11
M= (57
2 2

M = (10;9)
La coordenada del origen es: 0(0; 0)
Graficando tenemos:

1.SiG (6 3) es el baricentro del triangulo con vértices A(—1;3),
B(8;—6) y C(a;9 + b). Hallar el valor de "a — b"

moowmp
&m0 N Ul

Y"
0 B(17;11)
1 -
i M(10;9)
RESOLUCION: 7
Sean los vértices del triangulo: :j A3 7)
A(=1;3),B(8;=6) y C(a;9 + b) o
Como el baricentro es G (6; ?) 5
G = lt8+a 10 _3-6+9+b ] d
1 3 R 3 3
18=7+a 10=6+0b 24
11 =a 4 - b 1 - o
Nos pldel’;lla _4b 0(0; 6)0 1 2 3 45 6 7 B 9 101 1213 14 15 16 17 18 18
7 Distancia ente los puntos: M(10;9) y 0(0; 0)
- b =7 d=(10~-0)2+ (9-0)?
RPTA: B d =+/100 + 81
=+181u
2. Se tienen los puntos A(3;7) y B(17;11). Calcular la distancia del RPTA: E

punto medio del segmento AB al origen de coordenadas.
3. Hallar el area del triangulo ABC, sabiendo que dos de sus vértices

A. 45u son A(0;0) y B(2;2), ademas, la interseccion de las medianas
B. \/m u es (g’ 2)

C. 58u

D.V91u A. 7 u?

E. V181u B. 4 u?
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C. 2u? RPTA: B

D. 9 u?

E. 10 u? 4. En la figura, ABC es una plancha metalica que tiene la forma de un
tridangulo isésceles cuya base es BC, donde A(—1;2), B(a+

RESOLUCION: 1;3) y C(3;1 — a). Hallar el centro de gravedad de esta plancha

El punto (%;2) es la interseccion de las medianas entonces es el metalica.

baricentro del tridngulo.
Graficando el tridngulo ABC:

A.(4;1)
B. (4;0)
A(0; ) C. (3;0)
Hallamos las coordenadas de C(x;y) conociendo el baricentro: D. (6;0)
2 0+x+2 2_0+y+2 E. (3;5)
o B 3 ]
2=x+2 6=y+2 RESOLUCION:
0=x 4=y El centro de gravedad de la plancha es el baricentro "G". Como BC es
Por lo tanto: C(0; 4) la base y el triangulo es isdsceles entonces AB = AC.
Hallamos el area del triangulo ABC:
. 0 0
2 2
A==
210 4
. 0 0
A= 2 0(2) +2(4) + 0(0) — 0(2) — 2(0) — 4(0)|
A=-18|
2
WA= 4u?
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B(a+ 1;3)

A(—1;2

€3;1—a)
Hallamos la d(4, B)
d(4,B) =4/l[a+1—(—1)]2+ (3 —2)2
d(A,B) =/[a + 2]% + (1)2
d(A,B) =Va? +4a+4+1
d(4,B) =Va?+4a+5
Hallamos la d(4, C)
d(4,0) =/B-(-D]?+[1-a-2]?
d(4,C) = [4]? + (-1 — a)?
d(4,0) =V16 + 1 + 2a + a?
d(4,C) =V17 + 2a + a?
Del triangulo isdsceles:
d(A,B) =d(4,0)
Va? +4a+5 =17 + 2a + a?
VaZ+4a+5 =VI7+2a+ a®
a’+4a+5=17 + 2a + a?

2a =12

a==6
B(a+1;3) =(7;3)
CE1-a)=(3;-5 vA(-12)
Hallamos el baricentro "G" del tridngulo ABC:

G(x;y) — (—1+37+3;2+2—5)

GQO;y) =(3;0)
Por lo tanto, el centro de gravedad de la plancha es (3; 0)
RPTA: C

5. En el plano cartesiano se muestra el tridngulo equilatero ABC, si se
sabe que A(—1;3),B(4 —a; b+ 3)y C(a+ 2;7 — b).Hallarel drea
del triangulo ABC.

A(-1;3)

B(4—a;b+3) Cla+2;7-Db)

143 5
—u

3
3v3

4

20 u?
20V3 5
—u

mooO® »

3
15 u?

RESOLUCION:

Sea "a" el lado del tridangulo equilatero y trazamos AM que es la
altura y mediana entonces en todo tridngulo equilatero se cumple

que la altura es AM = %\/?
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A(-1;3) 6. Se tiene la region triangular ABC de 9u? de area, si A(3; 1),
B(1;-3) y C(a; 0). Hallar las coordenadas de "C" que pertenece al
semieje negativo de las abscisas.

A. (3;0)
B. (6;0)
C. (-50
o D. (—2;0)
B(4—-a;b+3) C(a+2;7-b) E. (—1;0)
Del tridngulo "M" es punto medio: RESOLUCION:
M:(4-a+a+2_b+3+7—b) En el tridngulo tenemos:
e v ) A(3;1)
M = (3;5)
Hallamos la distancia entre los puntos A(—1;3) y M(3;5)
d=[3-(D2+ (5-3)?
d =V T2
d =20
23 =20
_ 220
=% C(a; 0) B(1;—-3)
El drea del tridangulo equilatero es:
23 Wl
A== 1l =3
2 A=—
4= (T 2la o
\/5\/_ 4 . 3 1
80\ V3
A= (?)T A=§|3(—3)+1(0)+a(1)—1(1)—a(—3)—3(0)|
=200 A=11-9+a-1+3q|
RPTA: D A=%|4a—10|
9 =~|4a— 10|
|4a — 10| = 18
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Por propiedad de valor absoluto tenemos:
4a—-10=18 Vv 4a-10=-18
4a = 28 \% 4a = -8
a=7 \Y a=-2
Del enunciado el punto C(a; 0) pertenece al semieje negativo de las
abscisas:
a=-2
Por lo tanto, la coordenada es C(—2;0)
RPTA: D

7. Sean los puntos A = (0;6), B=(4;8)y C = (K;0). Hallar la
abscisa de "C", para que el recorrido del punto A hacia el punto B,
pasando por C, sea el menor posible.

12

mo o ®© »
S Rl N =

RESOLUCION:
Graficamos:

y
B(4;8)
A(0;6)
8
: K\ /- K )
0 (K;0) D(4;0)
6
A'(0; —6)

Nos piden encontrar el menor recorrido para ir de "A" a "B" tocando
un punto del eje x.
Luego, ubicamos el simétrico de A respecto a O que sera:
A" = (0; —6)
Luego al unir A’B ubicamos (K; 0)
Relacionamos con triangulos semejantes: AA'OC~ABDC:

K 4-K
T3

K 4-K
3 4

4K =12 — 3K
LK =22

RPTA: A
8. El area de un terreno, en metros cuadrados, que desea comprar
Alicia es equivalente a 6 veces el drea determinado por los puntos
A(-2;1),B(1;6),C(5;4)y D(3;1). Calcular el monto a pagar si el
metro cuadrado esta en 120 ddlares.
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A. 54 020 dolares
B. 26 300 ddlares
C. 20500 dolares A=

D. 14 760 ddblares :
E. 21960 ddlares

RESOLUCION:
. : e M= (=-2)(1)+ (3)#) + (5)(6) + (1(1)
Ubicamos los puntos en el plano cartesiano y trazamos el cuadrilatero:
y1 N=(3)(1)+G)D)+ D))+ (—2)(6)
B(1;6) M=-2+12+30+1=41
N=3+54+4-12=0
1
A= 5 |[M — N|
C(5;4) 1
A==1]41—-0|
A 2
A =20,5u?
Dada la condicidn, el drea del terreno es: 6(20,5) m? = 123 m?
Por lo tanto, Alicia pagard por el terreno: 123 - 120 = 14 760 ddlares.
RPTA: D
A(—2;1) D(3;1)
X

Conociendo la ubicacién de los puntos, calculamos el area del poligono
usando determinantes. Considerando las coordenadas ubicandolas en
el esquema siguiendo el sentido antihorario.
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8.2 ECUACION DE LA RECTA: CLASES
8.2.1 LARECTA:

La recta es el lugar geométrico formada por una serie continua de

puntos en una misma direccioén.

8.2.2 PENDIENTE DE UNA RECTA

La pendiente de una recta es la tangente del angulo que forma la recta

con la direccién positiva del eje de abscisas.

Rectas Horizontales

¥y
:tuc
m=20

y—k=0

En una recta horizontal la
pendiente es cero.

Rectas Verticales

L

No existe "'m"

x—k=0

Una recta vertical no tiene
pendiente.

Rectas de pendiente negativa

N

m<2o0

y=mx+b

Donde “m” es negativa.

Rectas de pendiente positiva

y
‘ x
m>0

y=mx+b

Donde “m” es positiva.
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8.2.3 FORMAS DE ECUACION DE LA RECTA PROBLEMAS Y EJERCICIOS RESUELTOS:

_ 1. A partir de la grafica, halle la pendiente de la recta £ representada.
ECUACION GENERAL DE UNA RECTA: y

L:Ax+By+C=0

Pendiente:
A ) _/

b

ECUACION PUNTO PENDIENTE: /
Si la recta L pasa por el punto Py(xq; ¥o) Y tiene una pendiente '
“m”, entonces:

L:y —yo =m(x—xq) A.%
B. —1
FORMA CARTESIANA: C. 1
Si la recta pasa por Po(xq; ¥o) Y P1(x1; ¥1), entonces: D. 3
yi—Yy E. ;
Liy—yole_xZ(x—xo) 3
RESOLUCION:
FORMA ORDINARIA: Segun nuestro grafico:
b: ordenada al origen y m:pendiente Y
y=mx+b

FORMA SIMETRICA:
La recta L corta a los ejes coordenados en los puntos (a; 0) y (0; b);

«_.n

“a”, es intercepto con el eje "x" y “b”, es intercepto con el eje “y
y
b—+—=1
a b

Interceptos con x

(530) cony (0:-3)

Hallamos la pendiente m
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5
3= 0
2 3
_4_2
m = 573
3
) 3
- La pendiente es 2
RPTA: D
2. Si se conocen los puntos: P(1;4) y Q(7; —3); ademas, la
pendiente de una recta que contiene a esos puntos es " — % ". Hallar
Iab".
A. 42
B. 24
C. 23
D. 31
E. 47
RESOLUCION:

Tenemos los puntos P(1;4) y Q(7; —3)
Hallamos la pendiente
Y2—W1

SR

La pendiente debe ser m = —
a 7
Comparando -3 "%

Deducimosquea =7yque b =6
Porlotantoa-b = (7)(6) = 42

RPTA: A

3. Tres amigas Belén, Carola y Silvia se encuentran en los puntos
B(—2;4),€(0;1) yS(4; —5), ellas piensan que se encuentran en una
misma calle que puede ser representa por una recta. Determina si
esta afirmacidn es cierta, si es asi, écudl es la pendiente de la recta
gue representa la calle en que se encuentran?

NjwwIN

mo o ® »
|
wWINN W

[E=y

RESOLUCION:
Para que las tres amigas se encuentren en la misma calle los puntos B,

Cy S deben ser colineales y tener la misma pendiente.
B(—2;4), C(0;1) yS(4;-5),

1-4 =2 3
—5—4 9 3
-5-1 6 3
mes= g - 4 MST )

Se observa que las pendientes son todas iguales por lo que se deduce

gue los puntos son colineales y las tres estarian en la misma calle.

o3
am= 5

RPTA: C
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4. Los vértices de un tridngulo ABC tienen por coordenadas A(5; —4),
B(—1;3) y C€(—3;—2).Hallar la pendiente de la mediana
BN.

A. -3
B. —7
C. -2
D. -5
E. —4

RESOLUCION:
Graficando

AL

VAN R
X

C(—&L—Z)_&AAG:—‘I)

Calculemos el punto medio de A(5;—4) y C(—3; —2).

ﬁ]V_<5—3_—4—2)_(1_ 3)
o 2 ) _2 Y )
Ahora calculemos la pendiente de BN
e —3—3 o -6 3
s 2

RPTA: A

5. Determinar las coordenadas del punto B(x; x — 2),Si otro punto
de la recta es A(2; —4), ademas el angulo de inclinacién es 53°.

A. (12;14)
B. (15;10)

C. (14;12)
D. (12;17)
E. (18;9)
RESOLUCION:
Ya que se tiene dos puntos, entonces calculemos la pendiente:
_x—=2—(-4)
B x—2
x+2
m =
X2
Por dato se tiene el angulo de inclinacién:
Entonces
m =tg53°
Por lo tanto:
x+2 £g 530
m = =
A2 g
x+2 4

x—2 3
=3(x+2)=4(x—-2)
= 3x+6 =4x—8
= = 14
B(x;x —2) - B(14;12)
Por consiguiente, las coordenadas del punto B son:
B(14;12)
RPTA: C

6. La ecuacidn de la recta que pasa por P(5; 6) y por el baricentro del
tridngulo con vértices en los puntos A(4; —3), B(—4;11) yC(—6; 1),
es:

A. 7x+3y—-27=0
B. 3x+7y—-27=0
C.-3x+7y—-27=0
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D.—7x+3y+27=0
E. 7x -3y +27=0

RESOLUCION:
Calculando el baricentro del tridngulo:
B 4—-4—-6 -3+11+1
» ( R 3 )
= B =(-2;3)
Ahora para calcular la ecuacién de la recta que pase por P(5;6) yel

baricentro, primero calculemos la pendiente
6—3 o 3
m=————= m=—
5—(-2) 7
Como la recta que pasa por P(5;6)
Y — Yo = my(x — xo)

3
=>y—6=7(x—5)

= 7y —42 = 3x — 15
= 3x—-7y+27=0

RPTA: C

7. Dados los puntos A(—2;3) y B(6;5), la pendiente de la recta L
que pasa por el punto medio de AB es —2 /3. Hallar la ecuacién de la
recta L.

A.2x+y—11=0
B.3x+2y—-9=0
C5x—y+1=0
D.2x+y—-10=0
E.2x+3y—-16=0

RESOLUCION:
Graficando

B(6:5)

4
4—
=y

Calculando el punto medio de A(—2;3) y B(6; 5)
=>M—(_2+6-3+5>
MEA L2

=M = (2;4)
Como también la pendiente de la recta es
m=—2/3

Por lo tanto:
y — Yo = mlx — xo)
2
=y-4=-3(x-2)
= 3y—12=-2x+4
Por lo tanto, la ecuacion a calcular es:
2x+3y—16 =0
RPTA: E

8. En una recta ubicamos los puntos A(—2;a), B(a;3a) vy
C(7; a + 6). Calcular el valor de “a”.

mooOo®mp
BT W N -
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RESOLUCION:

Como A(—2;a), B(a; 3a) y C(7;a + 6) se encuentran en una misma
recta, entonces son colineales.

Graficando
Ay L
C(7;a+6)
B(a;3a)
A(=2}[a) .
D X
L J
Por lo tanto:

3a—a a+6—3a
a — (e _ g
= 2a(7—a) = (6—2a)(a+2)
= 14a — 2a® = 6a + 12 — 2a® — 4a
= 14a = 2a + 12
= 12a =12
sa=1

RPTA: A
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8.3 POSICIONES RELATIVAS A DOS RECTAS, PARALELAS Y
PERPENDICULARES.
8.3.1 DISTANCIA DE UN PUNTO A UNA RECTA

g |C1 — Cy|
VAZ + B2

L:Ax+By+(C=20

Pxy; )

8.3.3 ANGULO ENTRE DOS RECTAS:

v

a3 |Ax1+By1+C|
VA? + B?

8.3.2 DISTANCIA ENTRE RECTAS PARALELAS

8.3.4 RECTAS PARALELAS Y PERPENDICULARES:

LI:AX"FB_},JFCJ_:O

L:Ax+By+(C; =0

Rectas Paralelas: | Rectas Perpendiculares
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y]l yﬂ
L1
L1 N L2

L2
v - X
e
h
Si: T.l J_T.z entonces:
mq:-m,; — -1

>
&

. <« «—>
Si: L; Il L, entonces:
my =m,

PROBLEMAS Y EJERCICIOS RESUELTOS:

1. ¢Cual es la medida de un angulo obtuso que forman las rectas cuyas
pendientes son 2y —3?

A. 130°
B. 128°
C. 145°
D. 135°
E. 170°

RESOLUCION:
Pendientes
ml = 2 y m2 = _3

—3-2 -5

99 =1 v~ s

tgfd =1 - 6 = 45°
El dangulo obtuso seria el suplemento de 45° entonces 180° — 45° =
135°
RPTA: D

2. La recta que pasa por el punto (1;2) y es perpendicular a la recta:
3x — 4y + 12 = 0, tiene por ecuacion.

A. 3x+2y+1=0
B. 2x+y—-8=0
C. 4x+3y—-10=0
D. 6x+3y—12=0
E. 3x+4y—-10=0
RESOLUCION:

Obteniendo la pendiente de la recta:
3x—4y+12=0

3 3
m=——=—
-4 4
Ahora como las rectas son perpendiculares
m-my = —1
= . 1
- mq = —
4 1
- 4
m; =—=
! 3

Ahora como se tiene el punto de paso (1; 2)
Yy — Yo = my(x — xo)
4
:>y—2 = —§(x—1)
= 3y—6=—-4x+4
Por lo tanto, la ecuacion de la recta es:
= 4x+3y—-10=0
RPTA: C
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—=y—6=2x—8

3. Los vértices de un triangulo son los puntos A(2;3), B(4;6) y =2x—y—2=0
C(6; 1). Hallar la ecuacién de la recta que contiene a la altura relativa Por lo que la recta que contiene a la altura relativa al lado AC es:
al lado AC. = Ly=2x—-2=0
RPTA: C

Ay=x-—2
B.y=x+2 4. Hallar la ecuacién de la mediatriz del segmento que se forma al
Cy=2x-2 interceptarse con los ejes coordenados la recta L: 4x — 3y = 12.
D.y=2x+2
E.y=x A.6x—8y+7=0

B.6x+8y+7=0
RESOLUCION: C.6x+8y—7=0
Graficando D.6x— 8y —7=0

E.3x+4y—-7=0

RESOLUCION:
De L:4x — 3y = 12 hallamos los interceptos y graficamos:

F 3

A J <

Calculando la pendiente de la recta que pasa por AC

~3-1 2 N 1

6 —4 2

Ahora como las rectas son perpendiculares
m-my =-—1
1
- — E . ml = —1 v
Entonces la pendiente de L:

- m1 = 2
Ahora como se tiene el punto de paso (4; 6) m, = O_—(_4) - 4

Y —¥o =my(x —xo) . 3-0 3
=>y—6=2(x—4) Luego:
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Li:mpmy =—-1

3
=>m1=—1
3

De ahi que, por mediatriz, el punto medio (2
3 ( 3

yt+2=——\x—5
4y+8:—3(

2) € L. Entonces:

J

4 2
3

*=3

E’>x+4y+8—2

0
~Li:6x+8y+7=0

RPTA: B
5. Una recta L, pasa por los puntos (3;2) y (—4; —7) yotrarecta L,
que pasa por el punto (—6; 1) y el punto 4 donde se encuentra Ana
cuya ordenada es —5. Hallar la abscisa de donde se encuentra
Ana, sabiendo que L; es perpendiculara L.

12

7
7
2

7
3
7

mo o w®p

12
11

RESOLUCION:
Graficamos:

\ (-6;1)

(=4-7)
Sabemos que:

L, pasa por (3; 2) y (—4; —7) calculamos la pendiente:

1-7=2 9
™ JET- 3 7
ComOLlle'_)mlmzz—l
7
mz—_§
Si A(a; —=5)y (—=6; 1) € L, obtenemos:
ol o
e i 6 9
54 = 7a+ 42
' _12
La= 7

RPTA: A

6. Hallar la ecuacion de la recta de pendiente positiva que pasa por el
punto P (0; 1) y forma un angulo de 45° con la recta L: 3x + 2y —
1=0.

A.x+5y+5=0
B.x—-5y+5=0
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C.x—-5y—-5=0
D.x—3y+3=0
E.x—3y—3=0

RESOLUCION:
Aplicando:
3 1
L:3x+2y—-1=0>y=—zx+3
2 2
- 3
M= —%
2
Graficamos:
Ly
45°
L
Luego por angulo entre dos rectas:
tgase=—1_T —
4 “14+me.m
Resolviendo:
3
m1 + E = 1 - Eml
1
1 e >
Tomamos: my = — AP (0;1) €L,

1
=>L1:y—1=—§ (x—=0)
“Liix—=5y—-5=0

7. Hallar el valor de “k” tal que el punto (2; k) sea equidistante a las
rectasLi:x+y—2=0;L;:x—7y = -2.

A. 4
B. 1
C. 0
D. —1
E. 2
RESOLUCION:
Graficando
Ay l
¢ (2: k)
— C

Debido a que es equidistante:
d(p; L1) = d(P; Lz)
12+k—2| |2—-7k+2|
o J ra

VE+1Z N2+ 72
_ el _14=7k
V2 5V2
Por propiedad de valor absoluto:
4 -7k -4 -7k
LT W ()

= 5k=4—-7k V S5k=—-4+7k
= 12k =4V 4 =12k

1
=>k_§v k=2

Segun las alternativas: k = 2

RPTA: C
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RPTA: E Ahora calculemos el punto medio de AB:
M_(—5+1_5+1 — (=2:3)
8. Los vértices del tridngulo rectdngulo ABC son los puntos A(—5;5), =M= 2 ' 2 ) T
B(1;1) y C(3; 4). Determinar la ecuacion de la recta que pasa por los Como nos pide calcular la recta que pase por los puntos medios de los
puntos medios de los catetos de este triangulo. catetos:
1
m=mg=—=
A.8y =22 —x AC 3
B. 8y =22 +x Por lo tanto:
C. 8y =26—x y—yw=m%—x0
D.8y=26+x =y—3=—=(x+2)
E. 6y =7+ 4x 8
=>8y—24=-—x—-2
RESOLUCION: =8y =22 —x
Graficando RPTA: A

Dados los puntos del triangulo rectangulo, calculemos las pendientes
para verificar quienes son los catetos:

1-5 -4 2
"™ETT _(C5) 6 3
421 3
Mec =377 73
4-5 -1 1
mR:— _— = ——

3 —(_—5)_ 8 8
Se observa que los catetos son AB y BC ya que el producto de sus
pendientes es -1.
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1
r= E\/D2+E2—4F

8.4 CIRCUNFERENCIA

8.4.1 ELEMENTOS DE LA CIRCUNFERENCIA: r\ m ﬁ /—\
V
" e o Neo \

C:centro Nota:
v Si: D? + E? — 4F = 0, la ecuacion
solo representa un punto:

I c(-2:-9

2 2
v Si: D? + E2 —4F < 0;noesun
conjunto en el plano (representa un

circulo imaginario)
Ar I » X v' Si: D? + EZ — 4F > 0; represent
! )

L una circunferencia.

1 radio

8.4.2 ECUACIONES DE LA CIRCUNFERENCIA:

A. ECUACION GENERAL DE LA CIRCUNFERENCIA ;
B. ECUACION ORDINARIA DE LA CIRCUNFERENCIA

C: x>*+y*+Dx+Ey+F=0

D= —2h Centro(hk); r > 0 |(x—h)?+(y—k)2=1r?
E= -2k
F = h®> + k* —r?

C. ECUACION CANONICA DE LA CIRCUNFERENCIA

Centro C(h; k): Centro (0;0); r > 0 |x? +y? =12

. PROBLEMAS Y EJERCICIOS RESUELTOS:
Radio (7):
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1. Determinar la ecuacidon general de la circunferencia de radio 3,

concéntrica a la circunferencia:
Ci:x*+y>—6x+2y—-5=0

x2+y?—6x+2y—1=0
x?+y?—6x—2y—5=

2+yz—6x+2y+1—0
x +y2—6x+2y—12—0
x2+y?+4x+6y—8=0

mooOw>»
><

RESOLUCION:

Si las 2 circunferencias son concéntricas tienen el mismo centro:

Hallamos C(h; k) = (—5- _2)

o ) 2’ 2
chb) = (= =3)
C(h;k) = (3;-1)

SielC(3;-1) yr=3
La ecuacién ordinaria de la circunferencia C, es:
C:(x—3)2+(y+1)?=9

Desarrollando:
Cpix?—6x+9+y?+2y+1-9=0
Cr:x?+y2—6x+2y+1=0
RPTA: C

2. Determinar la suma de coeficentes de la ecuacién general de la
circunferencia donde los extremos de un didmetro son
A(=3;6) y B(7;2).

14
15
—16
-19
19

mooOwp»

RESOLUCION:

Dados los extremos de un diametro: A(—3;6) y B(7; 2)
Determinamos las coordenadas del centro de la circunferencia con el
punto medio de Ay B:

—34+7 6+2
C:PM(A,B):< : )

D £

PM(A;B) = (2;4))
=1(274)

Determinamos el radio:
r=BC= \/(xz —x1)2 + (y2 — y1)?
r=BC=,Q2-7)+(4-2)
r=BC=(-57+(2)?
r = BC =29
La ecuacion ordinaria de la circunferencia es:
(x—2)2+(@y—-4)?%=29
Desarrollando:
x?—4x+44+y2—8y+16—-29=0
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x2+y2—4x—-8y—-9=0 (x —(—8))*+ (y—5)? =82
La suma de sus coeficientes es: —19 Desarrollamos:
RPTA: D x2+16x+ 64 +y2—10y +25—64 =0
x2+y2+16x—10y +25=0
3. Determinar el término independiente de la ecuacidn general de la El término independiente es 25.
circunferencia cuyo centro es C(—8; 5) y es tangente al eje” y”. RPTA: A
A. 25 4. Determinar la suma de coeficientes de la ecuacion general de la
B. 1/4 circunferencia de centro C(—2;7) y es tangente al eje “x”.
C. 128
D. 64 A. 5
E. 13 B. 4
C. 8
RESOLUCION: D. —4
Segun los datos: E. —13
C(—8;5)
Como es tangente al eje “y”, significa que su radio es 8u. RESOLUCION:

La ecuacion ordinaria de la circunferencia es:

Segun los datos:
C(=2%7)
, significa que su radio es 7

ll 7

Como es tangente al eje

=2
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La ecuacién ordinaria de la circunferencia es:
x—(-2)*+@y—-7)?2=7?
Desarrollamos:
x2+4x+4+y2—14y+49—-49=0
x2+y?+4x—14y+4=0
La suma de coeficientes es:

1+14+4-14+4=—-4

RPTA: D

5. En un juego de rodamientos de un monociclo, el cual se va a
desplazar por una cinta en el suelo, se sabe que la ecuacidn de la
circunferencia de la rueda del monociclo es:
x*+y*—24x—-30y—31=0 donde las unidades estan en
centimetros.

éCuantos metros de cinta se necesita si la rueda debe dar 10
vueltas?(Considerar T = 3,14)

A. 15,6 m
B. 42,5m
C. 84,66 m
D. 14,64 m
E. 12,56 m

RESOLUCION:

Para resolver el problema debemos hallar el radio de Ia
circunferencia:

x?+y?—24x—-30y—31=0

Hallamos C(h; k) = (—g; —g)
Clhs k) = ( —24 —30)
B 2 2

C(h; k) = (12;15)

=h2 + k2 —TI
r=4(12)2 + (15)2 — (-31)
r =v144 + 225 + 31

=400
r =20cm
La longitud de la circunferencia de la rueda es:
L =2nr
L =2m(20)
L =2(3,14)(20)
L =1256cm

Siva a dar 10 vueltas:
10L = 10(125,6) cm
10L = 1256 cm
En metros es: 12,56 m
RPTA: E

6. Determinar la ecuacion general de la circunferencia cuyo centro es
5
C (1; _E) yestangentealarectaLl:2x + 7y — 11 = 0.

x24+y2—2x+5y+1=0
x2+y24+x—-2y—15=0
x2+y2—-2x+5y—-6=0
x2+y2—2x+y—-12=0
x2+y2+4x+6y—8=0

mooOw>»

RESOLUCION:
Para hallar el radio de la circunferencia aplicamos distancia de un
punto a una recta:

Jow+o(-3)-1]
G J@2+ (7)?
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|2 11| 7. Los coeficientes de los términos lineales de la ecuacion de una
d(C '_’) r 4 1 circunferencia representan las temperaturas (°C) registradas, en la
. V53 mafana y noche, determinado dia en el distrito de Tauria. Si el
|T3| diametro de la circunferencia pertenece a la recta Lq:2x — 5y +
d(C H) 20 = 0y esta comprendido en el segundo cuadrante. ¢{Cudles son las
temperaturas registradas?
d(C, L) =——
( H) 2V53 of +, _ Qo
V53 A. 10°Cy—8°C
r=d(C,(Z))=— B. 5°Cy —4°C
g 2 C. 8°Cy—1°C
La ecuacion ordinaria es: , : D. 4°C y — 8°C
5 V53 E. 10°Cy —4°C
G-02+(y=(-3)) =(F
2 RESOLUCION:
e Graficamos:
g L:2x-5y+20=0
A(0;a)
Desarrollamos: o
25 53 Hallamos “a” y "b" en la recta L:
x2—2x+1+y? +5y+T_T:0 Sitx =0
X2 —2x+1+y2+5y—7=0 2(0) =5(@) +20=0 »a=4
wx2+y2—2x+5y—-6=0 Sty =0
RPTA: C 2(b)=5(0)+20=0 »b= —10

Hallamos el centro:
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Chike) = ( 2 2

C(h; k) = (=5;2)

Hallamos el radio: (—5; 2)y (0; 4)
2= (x; = x1)% 4+ (y2 — y1)?
2=(0+5)*+ (4 —2)?

=25+4 - r?2=29

0-10 4+0)

L:2x-5y+20=0

A(0;

Hallamos la ecuacion:
(x—h>*+ @y -k)?=r?
(x+5)2+(y—2)?=29
Desarrollamos:
x2+10x+25+y2—4y+4-29=0
x2+y2+10x — 4y =0
Los coeficientes de los términos lineales son: 10y -4
Por lo tanto, las temperaturas fueron:  10°Cy — 4°C
RPTA: E

8. Una alarma en un pueblo tiene un alcance en forma de
circunferencia cuya ecuacion es:
x>’ +y*—6x+4y—-12=0

Si una calle tiene como puntos extremos B( 3;3)y A(7;1). Calcular
la distancia desde la ubicacién de la alarma hasta dicha calle .
Considera la unidad equivalente a 1 Km.

12v/2 Km

2V5 Km
35\FK

O 0 ®>p

33v10
10

)

Km

RESOLUCION:
De la ecuacion hallaremos el centro que es el epicentro:
x2+y?—6x+4y—12=0
Completando cuadrados:
x2=6x+9+y +4y+4—-9-4-12=0
(x=3)2+(y+2)?2=25
Clh;k)=((3;-2); r=5
Con los puntos de los extremos de la cuerda hallamos la ecuacidn de
la recta AB:
B(3;3)yA(7;1)
3’2 V1
X, —Xq
3-1 2 1
M=37747 72
La ecuacién de la recta

1
L:y—1=—§(x—7)

L:2y—2=—x+7
Lix+2y—9=0
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=T

Hallamos la distancia de la ubicacion de la alarma a la calle AB: y ¢

C3;-2)y Lix+2y—9=0
d(c,T) = (DB + (@2)(=2) - 9

V(1)? +(2)?

i |3 —4 —9|
d(C’Z) I 10 V5
d(C,f) =ﬁ

10V5

d(c,I) = :

La distancia de la alarma hasta la calle 4B es 2v/5Km

8.5 LA PARABOLA

La parabola se define como el conjunto de puntos que equidistan de

un punto fijo (el foco) y de una recta fija (la directriz).

La recta que pasa por el foco y es perpendicular a la directriz es un eje
de simetria de la curva y se denomina eje de la parabola. El punto de

interseccion del eje con la pardbola se llama vértice. (ANALITICA, 2020)

8.5.1 ELEMENTOS DE LA PARABOLA

N 1A| Eje focal o simetria |

___________ \L____________ '
Q'lhnaf::hm : A
':R\ —-Fe L
H A P,
I
g \
1 ! .
: p!V(h,k)
Joomo I L
|
m ] :
RPTA: B 0y hi x

Donde:

v’ Vértice: (h, k)
v Foco: F(h; k + p)
V' Directriz: L

390



MATEMATICA e A T

v' Parametro: p
v Lado Recto: LR = |4p| - ——— Y h ______ >
v" Cuerda Focal: AA’
v’ Cuerda: CC’ V(0;0) 2
. xc =4
v' Excentricidad: . r 4
F
e::SL-zil
QL
p<0
8.5.2 ECUACIONES DE LA PARABOLA
ECUACION CANONICA DE LA PARABOLA
8.5.2.1 CUANDO EL EJE FOCAL COINCIDE CON EL EJE DE LAS 8.5.2.2 CUANDO EL EJE FOCAL COINCIDE CON EL EJE DE LAS ABSCISAS

ORDENADAS.

y
yﬂ
>0
p >0 24 PP b y? = dpx
x* = 4py s -
W(0; X
| (
I
v(0;0) X .
I

—
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y 1 Ecuacion Ordinaria de la Parabola:
|
! (x —h)? = 4p(y — k) (y —k)* =4p(x—h)
p<0 : = 4px
P p : S Mt Ecuacion Candnica de la Parabola:
= L
V(0;0)' x* = 4py y? = 4px
4 |
|
|
¥ PROBLEMAS Y EJERCICIOS RESUELTOS:
En general: 1. Los puntos A = (3;a) y B = (b; —4), pertenecen a la parabola de
ecuacion x? + 9y = 0. Si (B € I1IC) hallar la longitud del segmento
VERTICAL HORIZONTAL AB.
A. 10
y B. 3V11
4 C. 3v10
¥ D. V31
Pardbola E. 4
P(x;¥) )
F RESOLUCION:
o En la ecuacion:
(8 x2+9y =0
r | Diraetriz Parbola A = (3; a) pertenece a la ecuacidn entonces:
— x| »x 32 +9(a) = Oasiia = —1
B = (b; —4) pertenece a la ecuacion entonces:
Ecuacion General de la Parabola: b*+9(—4) =0asi:h = +6, BEIIIC,> b = —6
De esta manera:
Ax*+Bx+Cy +D =0 Ay> +Bx+Cy +D =0
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3;-1)

(—6;—4)B

Luego, aplicamos distancia entre dos puntos
AB =,/ (3+6)2+ (—1+4)2
~ AB =310

RPTA: C

2. Hallar las coordenadas del vértice y foco de la parabola cuya
ecuacion es:
y? —6y—12x—39 = 0.

A. V(—4;3); F(—1;3)
B. V(—4;3); F(2;2)
C. V(=2;2); F(—4;2)
D. V(2;-2); F(1;-3)
E. V(-1;3); F(—1;5)
RESOLUCION:

De la ecuacion de la pardbola:
y2—6y—12x—-39=0
Completando cuadrados:
y2—6y+9—-9—12x—39=0
(y—3)2=12(x+4)
De aqui: V = (—4; 3)
12 = 4p entoncesp = 3
Graficando:

Del gréfico, el foco serd: F = (—1; 3)
Porlotanto:V = (—4; 3) yF = (—1; 3)
RPTA: A

3. La longitud del lado recto de una pardbola cuyo eje es paralelo al
eje de ordenadas es 20 u. Las coordenadas del foco son (-3,-2) y
su vértice esta arriba del foco. Hallar la ecuacién de la parabola.

A. (x+3)2=-18(y — 3)
B. (x +3)2=-20(y —3)
C. x2 =-20y

D.y2 = —20x

E. y2 = —-20(x— 3)
RESOLUCION:

Del lado recto: LR = |4p| = 20, entoncesp =5
Graficamos con los datos que tenemos:
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(33)V| y

\

32)! |

Entonces ubicamos el vértice de Ia pardbola:
V =(-3; =3)

Luego la ecuacién sera:
(x —h)? = —4p(y — k)
(x+3)?=-4(5)(y—3)
s (x+3)%2=-20(y —3)
RPTA: B

4. Hallar la ecuacién de la parabola que tiene el vérticeen V(-3,5) y
cuyos extremos del lado recto son L(-5,9) y R(—5,1).

A. (y—5)2 = —8(x + 3)
B. (y —3)2=—-8(x +5)
C. (y—2)2=-8(x-13)
D. (y +5)? = —8(x — 3)
E. (y —2)2=—-8(x+3)

RESOLUCION:
Graficamos:

Deducimos que es una parabola horizontal que se abre para la
izquierda.
También4p =9 —1 = 8,deaquip = 2
Luego la ecuacion sera:
(y —k)? = —4p(x — h)
(y=5)%=-42)(x +3)
«(y—5)?%=-8(x+3)
RPTA: A

5. En la figura mostrada, el punto A de la parabola P: (x — 13)? = 4y,
dista 50 cm de su directriz. Hallar las coordenadas de A.

A y

X
A. (—1;49)
B. (—3;64)
C. (1;49)
D. (-5;81)
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E. (27;49)

RESOLUCION:
De la ecuacion tenemos: 4p = 4, asip = 1
Por lo tanto, la ecuacién de su directriz sera:

LD: y = _1
Graficamos:

(x;49)A4¢ Y

5
e X1
- V(13;0)

=

Por dato A dista 50 cm de Lp, entonces: A = (x; 49)
A € P entonces en: (x — 13)%2 = 4y
(x — 13)%? = 4(49)

x—13 =114
x—13 =14 v x-—13=-14
x =29 ¥=-
Cumple: x = —1

A=(-1;49)

RPTA: A

6. La pardbola P:y=m(x—2)?—n, pasa por el origen de
coordenadas y por el punto A(1; —9). Hallar la suma de coordenadas

del vértice de la parabola.

A. 6
B. 8

C. 10
D. —-10
E. —14
RESOLUCION:
La parabola pasa por el origen (0; 0), entonces cumple con la
ecuacion:
y=m(x—-2)2-n
0=m(0-2)%—n
n =4m
La parabola pasa por A(1; =9) y con n = 4m, tenemos:
-9 =m(1-2)*-
—9=m—4m
m=3

De aqui m = 3, entoncesn = 12
La ecuacién de la parabola sera:

y=3(x—-2)2-12

y + 12 = 3(x — 2)?
Por consiguiente el vértice sera: V = (2; —12)
Piden la suma de coordenadas: 2 — 12 = —10

~ suma = —10
RPTA: D

7. La entrada de una iglesia tiene forma parabdlica con una puerta de
forma rectangular ABCD, como se muestra en la figura. Si la altura de
la entrada parabdlica tiene 4 m de alto y 6 m de ancho en la base.
Hallar la altura de la puerta si tiene un ancho de 2 metros.
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T 2= —4p(0—4)
-3 -9
= P~ 76
La ecuacién de la parabola sera:
-9
x% = T(y —4)
- C(1; h), pasa por la parabola, entonces:
-9
12=—(h—4
n 5 2 ( )
A. 12m =t i
B. 11m 3
C. % m —+4=h
p. 2 32
9 “h=—
E.23m :
‘9 RPTA: D
RESQLUCION: : 8. En la figura, la ecuacion de la circunferencia es (x + 3)% +
Graficamos adecuadamente en el plano cartesiano: (y — 2)? = 25, F es el foco de la parabola. Calcular la ecuacién de

4

dicha parabola.

—

y(4: 0)
Kf(l: h)

oe N

(3;0)
! - >

|

Entonces la ecuacién de la pardbola sera:
(x —h)? = —4p(y — k)

(x —0)%2 = —4p(y — 4) A. (x —3)2=-20(y +2)
x2=—4p(y — 4) B. (y —3)2=-20(x +2)
M(3;0), pasa por la pardbola, entonces: C. (x+3)2=-20(y—2)
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D. (y +3)2 =-20(x — 2) 8.6 LA ELIPSE
E. (x+3)2=-5(y—2)

RESOLUCION: La elipse es el lugar geométrico de todos los puntos P(x;y) cuya

De la ecuacion de la circunferencia: ubicacién en el plano es tal, que la suma de sus distancias a dos puntos
2 _ 92 —

Tenemos C = (~3; 2)(9; :_3)5 +(-2) 25 fijos (focos F y F’) es siempre igual a una constante “2a”. Es decir:

Ubicando estos datos en el grafico:

PF + PF" = 2a

Del grafico obtenemos el vértice y el pardmetro de la pardbola
V=(-3;2)yp=5
Entonces la ecuacién de la parabola sera:
(x —h)*=—4p(y = k)
(x+3)?=—-4(5)(y — 2)

s (x4 3)2 = —20(y — 2) Donde:
RPTA: C F; F’: focos Eje y: eje normal
FF’: distancia focal: 2c Eje x: eje focal
V; V': vértices O: centro.
VV':eje mayor = 2a DD’: cuerda
A; A’ co — vértices L: directrices
AA’: eje menor = 2b LR:lado recto
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8.6.1 ECUACION DE LA ELIPSE ECUACION ORDINARIA
ECUACION CANONICA Centro(h; k) + (0;0)
Centro = (0;0) Eje focal || Eje x

Eje focal = Eje x

x: y? » “ ; > X
az " p? v
(x—h)?  (y—k)?
Eje focal = Eje y =3 Y 7 i
y

(0; 2 Eje focal || Eje y

Ak +a

(h—b K

\ 4
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(x—h)?*  (y—k)?
b2 + a?

=1

Longitud del eje mayor: 2a

Longitud del eje menor: 2b
Excentricidad: e = 2

Ademas:
a? = b? + ¢?

Ojo: siemprea > b

al eje focal, la cuerda se llama lado recto).

2b?
LR =—
a

Area de la Elipse:

Aclipse = mab

Longitud del lado recto: (si una cuerda pasa por cualquiera de los

dos focos, se le llama cuerda focal. Si la cuerda focal es perpendicular

ECUACION GENERAL:

Ax?>+By?+Dx+Ey+F =0

Centro = (—D_—E)
entro =\ riop
Eje focal || Eje x Eje focal || Eje y

A<B

A>B

PROBLEMAS Y EJERCICIOS RESUELTOS:
1. Determinar la ecuacion de la elipse cuya suma de las distancias de
cualquiera de sus puntos a los puntos fijos (-4;-5) y (6;-5) esigual

ale.

@-1)* | +5)° _

A. 1
64 5 39 5

g, &=L, 049 _
60 . 30 .

c @D 0482
49 A 36 .

p, &V, 045 _
36 : 49 |

g DL 049
16 25

RESOLUCION:

Segun el enunciado, graficamos:

Por condicion: F;P + F,P = 16
La ecuacién de la elipse sera:
(x-1)?% (+5)?
a’® M b?
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Dado que el centro es: (1; —=5)
Conocemos que: a’> = b? + c?

Del grafico:
a=8 c¢=5 =>hb=+/39
Luego:

_ 2 2
G A

64 39 1

RPTA: A

2. Determinar la ecuacion de la elipse, si uno de sus focos es (0; 2) y
la longitud del eje menor es 6.

x2 yZ 5
A stie™ Ecuacién de la elipse:
x? Y . 2
B. 13 + 9 == 1 — 4+ y— = 1
x2 yz b2 Cl2
C. 5 i 1 Del gréfico:
D_ﬁ+y_2=1 b=3 ¢=2 =>a=+v13
9?2 3112 Luego:
E.E—+=—=1 2 2
16 = 25 _ x_+y_ _
] "9 13
RESOLUCION: RPTA: D

A partir del enunciado esbozamos el gréfico:
3. Los focos de una elipse son los puntos: (—2;0)y (2;0) y la
longitud de su lado recto es igual a 6 u. Hallar la ecuacion de la elipse.

A4 =
: 642t 33
B. X + Y _
60 30 ,
-1 5
C. (x-1) + w+5)” _ 1
49 36
D.-+X =1
16 12
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E. (x-1)* n o+5)?% _ 1 A. -3 DA
o ® B. (- 1-vVZ 1) A (-1 +v2; 1)
RESOLUCION: C. (;3;))1/\ (—23\:/%) -
Segun el enunciado, graficamos: D. ( ;D A(C +2;1)
E.3DA(71)
P
2. RESOLUCION:

Segun el enunciado:
E:x?+2x+2y?—4y=1
Completamos cuadrados:
x+1)2+2(@y—-1)2=
(x+1)? (y—1)°
4 k 2

=1

Graficamos:
Centro (=1;1)
Longitud del eje mayor 2(2)

2
Lado recto: LR = % =6u=b%?=3a

Pero como: a® = b? + c?

Longitud del eje menor: 2v/2

Del grafico: ¢ =2
=3a +4
a’—-3a—-4=0
(a—4)(a+1)=0
>a=4yb?=12

Luego:
x2 yZ
16 + 12 1
RPTA: D
Del grafico:
4. Determinar las coordenadas de los vértices de la elipse x? + 2x + Coordenadas de sus vértices:
2y? —4y = 1. S V(=3 D) AVR(1 1)

RPTA: A

401



sFRERRUNSA
neasezos  Ulpkeplzzn warvATca

RPTA: D
5. Hallar sobre la recta x + 5 = 0 un punto que sea equidistante del
foco izquierdo y del punto superior de la elipse: x? + 5y% = 20. 6. Una represa de seccion vertical semieliptica tiene una profundidad
maxima de 40 m y un ancho de 100 m en la parte superior. {Qué
A. (-5-7) profundidad en m tiene la represa a una distancia de 30 m de su
B. (-5;0) centro?
C. (-5;5)
D. (-5;7) A.18m
E. (57) B. 24m
C.32m
RESOLUCION: D.46m
Segun el enunciado, graficamos: E. 58 m
H
Y L a2 y2 RESOLUCION:

20 + 4 =1 Segun el enunciado, graficamos:

o(- 5qu1 PO D)

T xz-l-yz 1
W La*z  b?
- --.- --------------- L TEEEEE EET * a =50 a=>50
X - . >
0
b=40m

P(30; h — 40 m)

Por condicion:
a2 =20 =>a=2V5; b2 =4,b=2 ¥

Como:a? = b +c? =>c=4% Ecuacién de la elipse:
Luego como: QF; = QP X2 y?
Vo — 00 + (=5 + 4)2 2t !
JGo — 2)2 + (=5 + 0)? Del grafico: a = 50; b = 40
Luego:yo =7 Luego como: , ,
Q(=57) A A
502 402
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Como: P(30; h — 40)
Evaluamos la ecuacion.
Asi tenemos que:

E_302+(h—40)2 _,
502 402
_ (h—40)? _ 302
—dfz 502

h —40)? = M 402
( ) — 502
(h —40)% = 1024
Luego:h =8
La profundidad es:
~32m
RPTA: C

7. El techo de 18 u de altura es el centro de un pasillo de 20 u de
ancho, tiene la forma de una semielipse, las paredes laterales tienen
una altura de 12 u, encontrar la altura del techo a 4 unidades de
cualquier pared.

72

—u
5

84

—Uu

—Uu

m o o = »

RESOLUCION:
Segln el enunciado graficamos:

A -
121 4 llzx

10 10

x2

Para:x = 6

La altura pedida:
h=y+12
h=48+ 12
84

.'.? u

RPTA: B

8. Determinar el drea del rectangulo ABCD inscrito en una elipse
horizontal de semiejes de 13 y 10 unidades, si el ancho del
rectangulo mide 10 unidades.

A. 100 u?
B. 110v3 u?
C. 1203 u?
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D. 130V3 u? 8.7 HIPERBOLA

E. 1403 u? La hipérbola es el lugar geométrico de todos los puntos P(x,y) cuya
RESOLUCION: ubicacién en el plano es tal que la diferencia de distancias a dos puntos
Segun el enunciado, graficamos: fijos (Focos F4 y F), es siempre igual a una constante positiva (2a).Es

decir:

8.7.1 ELEMENTOS FUNDAMENTALES DE LA HIPERBOLA
LA,

i o Yy
= + y 1 a=13 '
a? b*
Dado que C(x; 5) pertenece a la elipse, evaluamos: ——-
x? 52
¥ =169 100 =
13V3 ¥ X
X=—F— 0
2
Luego: S = 5x
_ 65V3 .
2
S(ABCD) =
~ 1303 u?

RPTA: D
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ViV, = (2a) : Eje transverso
B,B, = (2b)  : Eje conjugado
F,F, = (2¢) : Segmento focal
LD, y LD, : Directriz

LF : Eje focal

LN : Eje normal

LA, y LA, : Asintotas

C
iy Vv,
FiyF,
LR
EE’

: Centro

. Vértices

: Focos

: Lado recto

: Cuerda focal

8.7.2 ECUACIONES DE LA HIPERBOLA
8.7.2.1 ECUACION ORDINARIA

Excentricidad: e = ;

Longitud del eje transverso o real: 2a
Longitud del eje conjugado o imaginario: 2b
También:

c? = a® + b?; siemprec > a

ECUACION ORDINARIA CENTRO (h; k)

ECUACION GENERAL DEL CENTRO: C (— b._ £)

Eje focal || al eje x

Eje focal || al eje y

Eje focal || al eje x Eje focal || al eje y

-
#
-
#
’
#
4
»
1

Ax?> +By?+Dx+Ey+F =0

Ax?>+ By?+Dx+Ey+F
=0

A(4+) y B(—) tienen signos

diferentes

A(=) y B(+) tienen signos

diferentes

Es decir: a = b.

y—k=

ECUACION DE LAS ASINTOTAS

ié(x—h)
a

Longitud del lado recto: LR = 2a

bZ

\

NOTA: Se dice que una hipérbola es equilatera si la longitud de su
semieje transverso es igual a la longitud de su eje conjugado.

8.7.2.2 ECUACION CANONICA

ECUACION CANONICA CENTRO: €(0; 0)

Eje Focal = Eje x

Eje Focal = Eje y
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ECUACION ASINTOTAS ECUACION ASINTOTAS
b a
= +— R
W T 5 b

PROBLEMAS Y EJERCICIOS RESUELTOS:
1. Determinar la ecuacidn del lugar geométrico de todos los puntos
P(x;y) del plano, para los cuales la diferencia de sus distancias a los

puntos fijos (—=6;—4) y (2; —4) es 4.

(x+2)*>  (y+4)?

A. 9 12 =1
2 2
B. (xJ;Z) _}_(yir;l) 1
2 2
¢ Gt ger_,
2 2
D- @_%: 1
_9\2 2
E (x-2)°  (y+4) 1
4 12

RESOLUCION:
Con los datos:
d(P,F,)—d(P,F,)=2a—»2a=4->a=2
F,=(-6,-4) vy F;=02,-4) > 2c=2—-(-6)=8->c=4

Utilizando la relacién ¢? = a? + b?> - 16 = 4 + b? — b? = 12
También centro=(—2; —4) con eje focal//eje “x”. Luego la ecuacién
de la hipérbola es:
(x+2)> (y+4)?
A e

=1

RPTA: C

2. Encontrar la longitud del eje transverso y del eje conjugado, de la
hipérbola de ecuacidn:
(x — 6)° " (y —4)?

25 7 —L

A.8y10
B.6y12
C.10y8
D.11y4
E.5y8

RESOLUCION:

Centro(h; k) = (6;4) vy eje focal paralelo al eje Y.
2=16>a=4

b?=25 -b=5
2 =41 »c=+41

Luego
F(6;4+V41) y F(6;4—+41)
V1(6;8) y V,(6;0)
Eje transverso: 2(4) =
Eje conjugado: 2(5) =
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RPTA: B

3. Determine la ecuacion candnica de la hipérbola con el eje focal en
el eje abscisas, la distancia entre los vértices es 12 y la distancia focal
es 20.

A2
‘36 100
g XL Y
‘36 64
o 2y
‘36 64
o E Y _
' zg 642L
EE.--21=1
36 81
RESOLUCION:
De los datos:

Distancia entre vértices (V;V, = 2a):
2a=12=>a=6
Distancia focal (F1F, = 2¢):
2c=20=>c=10
Teorema de Pitagoras:
6>+b>=102=>b =8
Ecuacion candnica de la hipérbola con el eje focal en el eje abscisas:
2 2
}[:ﬁ—g—z= 1; C(0;0)
2 2
= Y 1
36 64

RPTA: C

4. Determinar la ecuacidn de la hipérbola cuyos vértice y focos son
V1(~12;0),V,(12;0), F;(—13; 0), F,(13; 0).

A=+l =1
144 25

g X _x _
112}4- 225

c.=-L=1
64 25

D. x _y? —
144 36

XY
144 25

RESOLUCION:

De la figura:

a=12;b=5yc=13

Ecuacidn de la hipérbola:
2 2

=1
"(12)2 52
X2 y?
>—=-==1
144 25
RPTA: E
. . . . x?* y2
5. Calcular la excentricidad de la hipérbola — — — = 1.
441 400
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28

21
19

31
29

21
32

21
21

28

m o o = »

RESOLUCION:

Del dato:

x2 y2

e T op
=>a=21;b=20
Teorema de Pitagoras:
c? = (21)? + (20)?
=c=29

— 29
Excentricidad: e = 5

=1

o
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RPTA: C

2
c .z . ez X
6. Determinar la ecuacién de una de las asintotas de la hipérbola &2

yZ

E=1'
_ 4
. y = —;x
B.y=—2x
8
2
y=-3x
D = —gx
4
2
=—=X
RESOLUCION:

Graficando:

Ecuacion de la hipérbola:
2 2
X y
j‘[:g—?: 1=>a=8Ab=5
Ecuacion de las asintotas:

Li:y=

§X
- 5
ly:y = —g*

RPTA: B

7. Determinar la ecuacion candnica de la hipérbola con el eje focal en
el eje de abscisas, cuya longitud de su lado recto es 9 y la magnitud
de su excentricidad es 1, 25.

2 2

X
A=-L =
6421- 3g

X

AR A

6‘21- 3%

X
c--L=

64 25
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2 2 .
D. X _Y _ 4 RESOLUCION:
100 36
x2 yZ o
E. oz 3= 1 Distancia entre vértices (V,V, = 2a):
2a =30 =2a=15
RESOLUCION: Distancia entre focos (F;F, = 2¢):
2c=34 =>c=17
Ecuacién de la hipérbola: Teorema de Pitagoras:
7—[————1 () (15)2+bp2=(17)2*>b=38
a?  b? - Ecuacion de la hipérbola con eje focal paralelo al eje de abscisas y con
Lado recto: — =9 = 9q = 2b? I centro C(16; 24):
S c s o (x—16)(2 (y_24)z
Excentnadad:; =125 > - =3 H: sz 8 1
=>c=5kANa =4k i (x=16) _ (y-24)% _ 1
Teorema: a? + b2 = ¢? > b =3k o225 64

En (11):9(4k) = 2(3k)?> > k =2
Luego: a—8 b=6yc=10

En “) ——'—'gg'_ 1

RPTA: A

RPTA: A

8. Determinar la ecuacién candnica de la hipérbola con el eje focal
paralelo al eje abscisas cuyo centro es (16;24), la distancia focal es
34 y la distancia entre los vértices es 30.

(x-16)2  (y—24)> _

A.
225 64
B (x-16)*>  (y—24)> _
‘o8 64
C (x-16)>  (y—24)> _
Y144 64
p, (=162 (=24 _
‘64 25
E. (x-16)>  (y—24)* _
9 4
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CAPITULO IX
GEOMETRIA DEL ESPACIO

La geometria del espacio, una rama esencial de las matemdticas,
investiga las propiedades y relaciones de figuras tridimensionales
como prismas, cilindros, esferas y pirdmides. A través de
conceptos clave como volumen, drea y superficie, esta disciplina
permite comprender y analizar las formas tridimensionales, siendo
fundamental en campos como la arquitectura, la ingenieria y la
fisica.

- /

9 GEOMETRIA DEL ESPACIO

9.1 RECTASY PLANOS
9.1.1 POSTULADOS DEL PLANO

a. Todo plano contiene al menos tres puntos no colineales.

b. Dos puntos cualesquiera de un plano determinan una recta,

gue esta contenida en el plano.

9.1.2
Un plano P queda determinado por:

DETERMINACION DE UN PLANO

Tres puntos no colineales.

Una recta y un punto exterior a
ella.

RN

Dos rectas secantes.

4 Tict

Dos rectas paralelas

9.1.3 POSICIONES RELATIVAS DE RECTAS Y PLANOS EN EL ESPACIO

9.1.3.1 ENTRE RECTAS

Cuando se intersectan y Ly L,
Rectas tiene por tanto un punto
comun. Llas rectas
secantes R
secantes son
coplanares.
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Cuando se encuentran

Recta secante
a un plano

coincidentes

para lo cual basta que
tenga dos puntos
comunes.

Ll
L
Rectas en un mismo plano y no // )
paralelas se intersectan. g
L,
Rectas Cuando se superponen,

La recta tiene wun
punto en comun con
el plano.

4

Vi
/

Recta paralela
a un plano

Rectas

alabeadas

Llamado también rectas
gue no se cruzan, son
aquellas rectas que no
estdn en un mismo
plano y no tiene ningln
punto comun.

LV

Si no tienen ningun
punto en comun.

Ly

/
4"

plano.

9.1.3.2 ENTRE RECTA Y PLANO
Dados una recta L y un plano M, que pueden estar situadas de tres

distintas maneras.

Propiedad: Para que una recta sea paralela a un plano es condicién
necesaria y suficiente que dicha recta sea paralela a una recta del

9.1.3.3 ENTRE PLANOS
a) Planos secantes. - Cuando se intersecan ytiene por tanto una recta
comun llamada interseccién de dos planos.

Recta
contenida en
un plano

Todos los puntos de
dicha recta
pertenecen al plano.

e

L
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b) Planos paralelos. - Son aquellos que no tienen punto comun 9.1.4 PROYECCIONES ORTOGONALES SOBRE UN PLANO
alguno. B

/

S

A

A

TTTTTTTT®

;.K
=
S
=
=

Q

Y A': Proyeccion del punto A sobre el plano Q.
c) Planos coincidentes. - Cuando se superponen, para lo cual basta

que tenga tres puntos comunes no colineales. A'B’: Proyeccion AB sobre el plano Q.

A'B’'C': Proyeccién del A ABC sobre el plano Q.
9.1.5 TEOREMAS SOBRE PLANOS EN EL ESPACIO
0 a) Teorema de Thales en el espacio. Tres o mas planos paralelos

determinan en dos rectas secantes a ellos segmentos

proporcionales
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PAl Ip /
/

c! \7

Si:PI QIR
AB DE
- —=—
BC EF

b) Menor distancia entre dos rectas cruzadas o alabeadas.

e/

P

Si: L; € PAL, € Q, entonces:

EF:menor distancia entre Z: b% Z—;

9.1.6 TEOREMA DE LAS TRES PERPENDICULARES
Si desde el pie de una recta perpendicular a un plano se traza otra

perpendicular a una recta contenida en dicho plano, toda recta que
pasa por un punto cualquiera de la primera perpendiculary el punto de
interseccion de las dos ultimas, es perpendicular a la recta contenida

en el plano.
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L \

T /4\;1 c//
AN - 4\ /F/

P /é g //

Si:L L P: Primera perpendicular.

8 12 FD EB

AB | M: Segunda perpendicular. EB_ FD i BTz
= FD = 3k; EB = 2k
Entonces: TB L M: Tercera perpendicular. Endato:3k —2k=1=k=1
FD =3;EB =2
x = 90° Luego:CF =12—-3=>CF =9

RPTA: A
PROBLEMAS Y EJERCICIOS RESUELTOS:

2. H y P son dos planos paralelos, y & es una recta que intercepta en

1. En la figura, las dos rectas intersecan a los tres planos paralelos en D al plano Hy en E al plano P, tal que la proyeccion ortogonal de
los puntos A,E,B,C,F y D. DE = 53 cm sobre el plano H mide 28 cm.

SiAB=8cm;CD =12cmyFD — EB = 1 cm, calcula CF. Calcula la distancia entre dichos planos.

A.9cm A. 20 cm

B. 7cm B. 45 cm

C. 8cm C.35cm

D.10cm D.15cm

E. 11cm E. 95cm

RESOLUCION: RESOLUCION:

Teorema de Thales: Graficando:
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X

\E
I8y
1

53
d

r PN\

28

N

TD:proyeccién de DE en OH
hETD:
Pitdgoras
d? + 28? = 53?2
= d? = (81)(25)
~d=45cm
RPTA: B

3. La distancia de un punto P a un plano Q es 24 cm, se traza PM
(M se encuentra en el plano Q) de modo que la proyeccién de PM
sobre el plano es 7 cm. Hallar PM.

A.10cm
B.12cm
C.7cm

D. 18 cm
E. 25cm

RESOLUCION:

En el APAM por el teorema de Pitagoras:
P
% 24
x? =7%+24% = 625

~x=25cm
RPTA: E

4. Se tienen dos planos paralelos P y Q. A se ubica en el plano Q y
B sobre el plano P. La distancia de A hacia B es 26 y la proyeccion de
esta sobre el plano Q es 24. Calcula la distancia de B al plano Q.

A. 20
B. 10
C. 23
D. 15
E. 17

RESOLUCION:
Graficamos:
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Pitdgoras:
d? = 26% — 242
d=10
RPTA: B

5. Por el vertice B de un tridngulo rectangulo ABC, recto en B, se
traza BP perpendicular al plano del triangulo, tal que BP = 35 m;
AB = 15my BC = 20 m. Calcular la distancia P al segmento AC.

A.27m
B. 25m
C.37m
D.32m
E. 51m

RESOLUCION:
Graficando:

Del AABC: notable de 37° y 53°.
Entonces: BH = 12
Por el teorema de Pitagoras en el triangulo PBH':
d? = 122 + 352
d=37m

RPTA: C

6. Indica el valor de verdad de las siguientes proposiciones:

I. Si dos planos son paralelos a una misma recta entonces los planos
son paralelos entre si.

Il. Si se tienen dos rectas que se cruzan entonces existe siempre una
recta perpendicular a ambas.

Ill. Todo plano determinado por dos rectas paralelas a otro plano es
siempre paralelo a dicho plano.

A.VVV
B. FFF
C. FVF
D. FFV
E. VVF

RESOLUCION:
I. Los planos paralelos a una recta dada pueden ser secantes o
paralelas entre si (FALSO)
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7. Un grifo tiene un techo que es un plano paralelo al piso que se
encuentra a 8m. de altura sobre el piso y una barra metalica oblicua
de 10m. soporta al plano del techo. Calcula la proyeccion de la barra
metalica oblicua sobre el piso.

A.5m
B.6m
C.7m
D.8m
E. 9m

Il. (VERDADERO)

L RESOLUCION:
La distancia que los separa es un cateto del tridngulo rectangulo y la
barra metalica la hipotenusa

/ S N 1 Piden la proyeccion BM = x
” - "‘1;{\

Ill. Las rectas paralelas m y n son paralelas también al plano H pero el
plano P determinado por dichas rectas paralelas son secantes con 10
el plano H. (FALSO)

Por el teorema de Pitagoras:
x? + 8% = 10?
x2 =100 — 64

Entonces x = 6m.

RPTA: B
RPTA: C
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8. En una construccion se forma una estructura de tres planos
paralelos, que determina en los parantes que unen los 3 planos,
segmentos como se muestra en la figura donde: AC = 4 m., DF =
6m.y EF — BC = 1m. Hallar la distancia DE.

2,5m
1,5m
11m
1m
3m

mooOw>»

RESOLUCION:
Graficando:

4 A/ \D /
/ — 7

/ \

Hacemosque: DE = x - EF =6 — x
ComoEF—BC=1->BC=5—x
Por el teorema de Thales:

RPTA: E
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9.2 ANGULO DIEDRO

9.2.1 DEFINICION
Es el angulo que forman entre si dos planos que se intersecan. Los

planos son llamados caras y la recta de interseccion es llamada arista

del angulo diedro.

REPRESENTACION:
Angulo Diedro: F — AB — H
Angulo plano o rectilineo del angulo diedro: £X0Y:

Medida del angulo diedro: @

9.2.2 PROPIEDADES
a) A unsemiplano que parte de la arista de un diedro y lo divide en dos

diedros iguales se le lama semiplano bisector.
b) Todo punto sobre el semiplano bisector, se encuentra a igual

distancia de las caras del diedro

c) Dos planos son perpendiculares cuando determinan diedros que
mide 90°.
PROBLEMAS Y EJERCICIOS RESUELTOS:

1. Por el vértice C de un triangulo rectangulo ABC se traza la
perpendicular CP al plano ABC, tal que CP = AC = BC = 18.
Calcular el area de la region triangular APB.

A. 1483

B. 162V3
C. 196

D. 168V3
E. 224

RESOLUCION:
Graficando:

Nos piden:

(18v2)*V3

APB = 4
= Supp = 1623
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RPTA: B 3. Por el vértice D de un triangulo rectangulo CDE, se traza DH
L perpendicular al plano CDE, tal que CD = DE = DH/2. Calcular la
2. En un triedro trirrectangulo O — ABC, M es punto medio de AC. Si medida del diedro HMD.
AB =18,BC = 26y AC = 20, calculamz0BM.
A. 20°
A. 75° B. 85°
B. 60° C. 35°
C. 45° D. 75°
D. 37° E. 45°
E. 30°
RESOLUCION:
RESOLUCION: Graficando:
Graficando: H
A Luego:
Teorema de la mediana: DH =a = CD = DE = a\?2
2BM)? = 182 + 267 — 2% = BM = 20 ALE = 2a
- 2 DM 1 CE:
bBOM: notable de 30°y 60° CM =ME =DM =a
Teoremadelas3 1 s:HM L CE
Endato:3k—2k=1=>k=1 hHDM: notable de 45°
Por lo tanto: Entonces: 8 = 45°
6 = 30°
RPTA: E RPTA: E
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4. En la figura, G es la proyeccion de C sobre el plano Q. Si el area del C
triangulo ABC es 30 m? y el angulo diedro que forman ABCy el
plano Q mide 37°, calcular el area del triangulo AGB.

C 3h

2l M2 g B

Por el teorema de las tres perpendiculares:

CH L AB
Sea: CH = 5h
Q B Por datO:AAABC = 30 mz
A. 18 m? Entonces:
B. 20 m? (AB)(5h)
D. 15 m? Piden:
E. 24 m? (AB)(4h)
Apace = - 2(AB)(h)
RESOLUCION: = Apace = 2(12)
- Apagp = 24 m®
Del grafico se tiene: RPTA: E

5. Por el vértice B de un triangulo rectangulo ABC, recto en B, se traza
BD perpendicular al plano ABC, y el punto D se une con los vértices
Ay C.Si AB=9u,BC=12u y BD = 36v/3/5u, entonces la
medida del DHB (en grados sexagesimales) es:

A. 37°
B. 45°
C. 53°
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D. 54° RESOLUCION:

E. 60° Del enunciado, se tiene:
RESOLUCION:

Graficando:

Teorema:

180° < 72°+93°+ ¢

= 15°< ¢

Por lo tanto, el minimo valor enter de ¢ es 16°.

RPTA: D
Por el teorema de relaciones métricas: 7. En la figura, hallar AC, si PA = 13 m.
15(BH) = 9(12)
36 P
= BH = ?
ADBH: notable de 30° y 60° I\
~ 8 =60°
RPTA: E
B 300\ ¢
6. Dos diedros de un triedro miden 72° y 93°. Determinar el minimo 5v3 m
valor entero que toma la medida del tercer diedro.
A

A. 17° Q
B. 15°
C. 13° A.20m
D. 16° B.15m
E. 26° C.vV20m

D. V219 m
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E. 30m

RESOLUCION:

Completando la grafica:

Q

De la gréfica tenemos
Del ACBP notable de 30°y 60°: BP =5
En el APBA por el teorema de Pitagoras: BA = 12
En el AABC por el teorema de Pitagoras:
2
x? =122+ (5V3) =144+ 75
x? =219
Lx=+vV219m

RPTA: D
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9.3 POLIEDROS
9.3.1 DEFINICION

Un poliedro es un sélido formado por cuatro o mas poligonos planos,
donde cada lado de un poligono pertenece a dos caras del sélido.

Ademas, debe cumplir las condiciones

» Cada arista pertenece a dos caras, y estas se denominan

contiguas.
> Dos caras contiguas estan ubicadas en planos distintos.

» Allado comun a dos caras contiguas se le denomina arista y al

punto de concurrencia de tres o mas aristas, vértice del poliedro.

» Al segmento que tiene por extremos dos vértices que no

pertenecen a una misma cara se denomina diagonal del poliedro.

— VERTICE —nu
CARA

/_— ARISTA —

CONVEXO NO CONVEXO

9.3.2 POLIEDRO CONVEXO
Un poliedro se llama convexo, si determina sobre una recta secante a

su superficie, como maximo dos puntos de interseccién.

9.3.3 POLIEDRO NO CONVEXO O CONCAVO
Es aquel que determina sobre una recta secante mas de dos puntos

de interseccion.

i
/

El nombre del poliedro depende del nimero de caras. Puede ser:

tetraedro (4 caras); pentaedro (5 caras); hexaedro (6 caras), etc.

9.3.4 PROPIEDADES
Si“V”,”C” y “A”, representan los nimeros de vértices, caras y aristas

de un poliedro, respectivamente:

A. La suma de los angulos, en todas las caras es:

424



PRUNSA

MATEMATICA e A T

S<caras = 360°(V — 2)

B. Teorema de Euler: La suma del numero de caras y vértices, excede
en dos al total de aristas:

C+V=A4A+2

C. En todo poliedro se cumple:

D =CY —#A - #d

D: Numero de diagonales del poliedro.

V: Numero de vértices.

#A: Numero de aristas.

#d: Numero de diagonales de todas las caras.

D. El nimero de aristas de un poliedro formado por “k” poligonos de
“n” lados, k; poligonos de n, lados, hasta k,,, poligonos de n,,
lados estd dado por:

A - k.n+ kl.nl + kz.n2+... +kmnm
- 2

9.3.5 POLIEDROS REGULARES
Son aquellos que tienen por caras, regiones poligonales regulares y
congruentes entre si, y en cada vértice concurren el mismo numero

de aristas.

Ademas, todo poliedro regular se puede inscribir y circunscribir en

una esfera.

454

Tetraedro Hexaedro Octaedro Dodecaedro Icosaedro
regular regular (cubo) regular regular regular
o
POLIEDROS REGULARES Forma de las N2 Caras N N2 Aristas
caras Vértices

TETRAEDRO 4 tridngulos 4 4 6
equilateros

HEXAEDRO 6 cuadrados 6 8 12

OCTAEDRO LIl 8 6 12
equildteros

DODECAEDRO 12 pentégonos 12 20 30

regulares
20 triangulos

ICOSAEDRO " 20 12 30

equildteros
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9.3.5.1 TETRAEDRO REGULAR 9.3.5.3 OCTAEDRO REGULAR
A=a?*/3
A =2a%*/3
aVz
12
_a*V2
3
avé
3 d=av2
9.3.5.2 HEXAEDRO REGULAR
PROBLEMAS Y EJERCICIOS RESUELTOS:
A = 6a*
d 1. Un estudiante del Ceprunsa Quintos 2024 da clases particulares y
V=ad3 gana semanalmente el valor numérico del area lateral de un cubo de
Rubik en soles cuya diagonal mide 7+/3u. ¢Cuédnto recibe
/ d=aV3 semanalmente?

A. 197 soles
B. 195 soles
C. 196 soles
D. 199 soles
E. 198 soles

RESOLUCION:

426



ERRUNSA

Uit ieseas

Por la férmula: D = aV/3
Reemplazando: 74/3 = a+/3
Resolviendo:a = 7

Por la férmula: A, = 4a?
Reemplazando: A, = 4(7)?
A, = 196u?

D = 7\/3u

~Recibe semanalmente:196 soles

RPTA: C

2. Si el area de la region sombreada es 6v/3u?.Calcula el drea total del

cubo.

B

A. 73u?
B. 72u?

C. 71u?
D. 70u?
E. 69u?

RESOLUCION:
Del gréfico:

LZy3

Por la formula: A =
L%\3

Reemplazando: 61/3 = .

Resolviendo: L? = 24

L = 2V6u
/
a
| _—
a
a

2vV6u = aV2
a=2V3

Por la férmula: A, = 6a?
2
Reemplazando: 4; = 6(2v3)
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“ Ay =T72u? A = 800v3u?
RPTA: B 500 problemas = 800v3xv3 = 2400 soles
3. La propina en soles que recibe un estudiante por resolver 500 1problema = S00 4.8 soles
problemas de matematica es equivalente al valor del area de un ~ 4 problemas = 4(4.8) = 19.2 soles
octaedro regular multiplicado por V3. Si la diagonal del poliedro RPTA: E
regular mide 20+/2u. Calcular cuénto recibe por resolver 4 problemas
de matematica. 4. Calcular el volumen de un cubo, si la distancia del centro de una
cara a cualquiera de los vértices de la cara opuesta es 6 u.
A. 19.9 soles
B. 19.8 soles A. V6 ud
C. 19.6 soles B. 3V/6u?
D. 19.7 soles C. 12V6ud
E. 19.2 soles D. 6V6u?
) E. 48V6u?
RESOLUCION:
Graficando: RESOLUCION:
Graficando:
® E
1
e
1
1
|. f ® 2a
1
1
Cl
AN
/,/ a\/_ P ®
Por la férmula: D = a2 .
Reemplazando: 20v2 = a2 B | :a | A
Resolviendo: a = 20u
Por la formula: A4 = 2a%v3 En el triangulo DEP por el Teorema de Pitagoras, se tiene:
Reemplazando: 4 = 2(20)2v/3 6 = (2a)? + (av2)?
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36 = 4a® + 2a?
36 = 6a?
V6 =a
El volumen del cubo es:
V = (2a)® = (2V6)3 = 48V6 u?
RPTA: E

5.SiED = a; AP = 3ay QE = 22 cm. Calcular el area total del cubo
de la siguiente figura:

A. 1120 cm?
B. 1126 cm?
C. 1188 cm?
D. 1168 cm?
E. 1180 cm?

RESOLUCION:
Graficando y completando, se tiene:

Q 3a R

Por el Teorema de Pitagoras en el AERS:
ER? = (2a)? + (3a)?
ER = aV13
Nuevamente por el Teorema de Pitagoras en el AEQR:
(22)% = (3a2)? + (aV13)?
222 = 9a? + 13a?
222 = 22a?
V22 =a
El drea total del cubo es:
Ar = 6(3a)? = 6(3V/22)? = 1188 cm?
RPTA: C

6. La familia Vasiliev sustenta el récord de la mayor cantidad de hijos
de una misma pareja. Si la cantidad de hijos que dio a luz en total la
Sra. Vasiliev esta dada por “(a — b)(a + 1)”. Si se sabe que en un
tetraedro regular de arista 16 u, la distancia entre dos aristas

opuestas es a\/b. éCual fue la cantidad de hijos que tuvo?

A. 15 hijos
B. 21 hijos
C. 38 hijos
D. 54 hijos
E. 69 hijos

RESOLUCION:
Graficando:
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M
A. 10v/3 cm?
En el tridngulo PQC, recto en P, el lado PC = 83 por ser triangulo B. 12v3 cm?
notable de 30° — 60°. C. 18V3 cm?
En el triangulo CPQ por el Teorema de Pitagoras, se tiene: D. 243 cm?
x2 + (8)? = (8V3)? E. 36V3 cm?
x? =192 — 64
x =128 RESOLUCION:
x =82 Graficando:
Por comparacion con el dato del enunciado la distancia entre aristas N _
opuestas es: E a |23
x =avh = 82 - 2
a=8y b=2 ‘. aJ—
La cantidad de hijos que tuvo la familia Vasiliev es: d ' —V3
(a—b)(a+1) =(@—-2)8+1) = 69 hijos a/2 a/ : 1
RPTA: E ! d a a
! 3\/ﬁ : 9 3
7. La figura muestra el desarrollo de la superficie de un octaedro M- N P -
regular, siendo MN = 3+/13 . Calcular en cm?, la superficie total. 7
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Sea a la arista del octaedro regular, aplicando el teorema de Pitagoras
en el triangulo AMPN:

(3\/_) <5a> +<3a2\/§>2

117 — 2532 N 27a%
4 4

52a°
4
2

117 =

9=
3=a

A = 24/3a?
A =2V3(9)
A = 18V3 cm?

Calculando el area total:

RPTA: C

8. Calcular en cm?, la superficie total. Calcular el volumen del
poliedro formado al unir los puntos medios de las aristas de un

tetraedro regular de altura 2v/6 cm.

5v2cm
6v2cm
72em
8vV2cm
92cm

RESOLUCION:
Graficando:

moow»
woWw W W w

//

Si su volumen es V y su arista ”b”, entonces:

Dato del problema la altura del tetraedro regular de arista

2+/6.

En el ABAC:

Reemplazamos en el V:

_ b2
3

2\/_—\/_

a—6
EG=p=2
T iy 2

b2

=3

V =9vV2cm3

ll 4

mide

RPTA: E
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9.4 PRISMA Ar = A + 2Ap
Es aquel sdlido geométrico que se encuentra limitado superior e

inferiormente por dos regiones poligonales paralelas y congruentes, y

lateralmente se encuentra limitado por paralelogramos. 9.4.2 PARALELEPIPEDO RECTANGULAR

941 PRISMA RECTO Es un poliedro de 6 caras que son rectangulos. Llamado también

. ’ ' . rectoedro u ortoedro.
Es aquel prisma que tiene sus aristas laterales perpendiculares a las

bases y sus caras laterales son rectangulos.

D
4 .‘-x ____________________
c
- -
\/ Ar = 2(ab + ac + bc)
(2p) g: Perimetro de la base. V = abc

h: Altura.

2 _ 2 2, .2
A;: Area lateral. D =a“+b”+c

Ap: Area total.
Apg: Area de la base.

V: Volumen. PROBLEMAS Y EJERCICIOS RESUELTOS:

A, = (2p)p.h
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1. Elsa tiene una caja de zapatos en forma de paralelepipedo y desea
calcular la altura sabiendo que el volumen, largo y ancho son
2640 cm?3,30 cm y 11 cm respectivamente, entonces, écual sera la
altura pedida?

A.9cm
B. 6cm
C.5cm
D.4cm
E. 8cm

RESOLUCION:
Graficamos:

11 cm

e

30 cm
V=ab.c
2640 = 30.11. (h)
2640 = 330.(h)
h =28
La altura de la caja de zapatos es 8cm
RPTA: E

2. Hallar el area lateral de un prisma cuadrangular regular recto cuya
altura mide 7cm vy la diagonal v53.

A. 56cm?
B. 57cm?

C. 58cm?
D. 59cm?
E. 60cm?
RESOLUCION:
Graficamos:
H G
E //
F
V53 cm
7 cm
D 2cm
2lem c
2cm
A B
Por el teorema de Pitagoras:
(V53)" = (7)% + (4B)?
4 = (AB)?
2=AB
Luego hallamos el Area Lateral:
AL = Pg.h
AL = (8)(7)
. AL = 56cm?

RPTA: A

3. Daniela en su fiesta de 15 aios reparte recuerdos en forma de
prisma hexagonal regular recto cuyo lado de la base es 10cm , su
altura 20cm y apotema 8,7cm ¢Cudl sera el volumen de 50
recuerdos?
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A. 283000 cm?
B. 383000 cm?
C. 261000 cm?3
D. 273000 cm?3
E. 223000 cm?

RESOLUCION:
Graficamos:

20 cm

10

Hallamos el perimetro:
(2Pg) = 10(6)

Ahora hallamos el volumen de una sorpresa:
Pg. A
y= Lo,
60 (8,7
V= % (20)
522
V= - (20)
V =261 (20)
V =5220

Nos pide el volumen de 50 recuerdos:

V = (50)(5220)
V = 261000 cm?
RPTA: C

4. Por el dia de la amistad se desea repartir a los alumnos del
CEPRUNSA chocolates en barra en forma de prisma triangular regular
recto. Calcular el volumen de una barra de chocolate sabiendo que la
altura es 20cm y el lado de la base es 3cm.

A. 48v3cm3
B. 45v/3¢m3
C. 36V3cm3
D. 38v/3¢cm3
E. 24+/3¢m3
RESOLUCION:
Graficamos y ubicamos los datos h=20cm y lado de la base 3cm.
20cm
3cm
3cm
Ahora hallamos el volumen:
V =Ag (h)
1>4/3
V=—r®
3)2V3
V= ( )4 (20)
93
V= T (20)
V = 45V3

Por lo tanto, el volumen de una barra de chocolate es 45v3c¢m3

434



, &EPRUNSA
ooz IIFAsE2025)

RPTA: B AT = 720 4 2 [(12)2(16)l
5. La base de un prisma es un triangulo rectangulo de catetos 12y 16 AT = 720 + 192
metros respectivamente y la altura del prisma es de 15 metros. AT = 912
Calcular el area total. Por lo tanto, el Area Total es 912 m?
RPTA: D
A. 720 m?
B. 816 m? 6. Paolito esta en la playa y quiere construir su castillo de arena, esta
C. 118 m? pensando colocar cuatro torres de las mismas dimensiones; para lo
D. 912 m? cual, tiene un recipiente de forma de prisma pentagonal regular recto
E. 680 m? que tiene 10cm. de altura, 8cm de lado de la base y apotema 6cm.
) Si para construir una torre emplea dos recipientes llenos. ¢ Cuanto de
RESOLUCION: arena en total utiliza en la parte preliminar de su construccién?
Graficamos y ubicamos datos:
A. 9600cm?3
B. 4800cm3
C. 2400cm?
D. 4500cm3
15 cm E. 3600cm3
RESOLUCION:
Graficamos:
u az+20m ]
12 cm 16 cm

Por tridngulos notables: a = 20m
Luego: AL = (2Pg).h
AL = (48)(15)
AL = 720 cm?
Ahora calculamos Area total:
AT = AL + 2Ag
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Luego reemplazamos datos:

Pg.Ap
.
. (5)(;3)(6) b
240
V=—(10)
V =120 (10)
V =1200

Como cada torre esta echa de dos recipientes y son cuatro torres en
total, entonces, el volumen total de arena es igual a:
V, =(1200)(8)
V, = 9600 cm?
RPTA: A

7. La superficie lateral de un prisma cuadrangular regular ABCD —
EFGH es 32 cm?. Calcular la longitud de OC, siendo “0” centro de
lacara EFGH (2AB = BF).

A. 3vV2 cm
B. 42 cm
C. 5vV2cm

D. 6v2 cm
E. 72 cm
RESOLUCION:
Graficando:
Por dato:
AL = Ppysg-h
Ay, = 4a.2a
32 = 8a?
Ao="3>
2=a

El en 40GC por T. de Pitagoras:
a 2
(00)? = (5v2) + (2a)?

2

9a%2  9(2)*

00)2 =2 =2
(0C) 5 >
0C =3V2cm

RPTA: A
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8. La base y el desarrollo de la superficie lateral de un prisma recto
son cuadrados; si “a” es la longitud del lado del cuadrado mayor.
Hallar su volumen.

oo =w >
|
S

RESOLUCION:
Graficando:

Qa

X X x Xx
x a

X

Sea “x” la longitud del lado del cuadrado de la base del prisma:

4 a
= - = —
X a X 4

El volumen del prisma sera:

V=03
= (9)%a
!

a
— 3
v=Tcu

RPTA: A
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9.5 PIRAMIDE

Las piramides son poliedros que tienen una sola base, que es un
poligono cualquiera y sus otras caras son triangulos que se unen en un
vértice comun que se llama cuispide o vértice de la piramide

Vértice

Arista

Apotema de la
piramide

Altura

Base Cara
Apotema

de la base

Las pirdmides se clasifican:

&-

~

Piramide irreguiar

Piramide regular

9.5.1 PIRAMIDE RECTA REGULAR

En la pirdmide recta todas sus caras laterales son tridngulos isdsceles y
la altura cae al punto medio de la base. La cara que es una regidn
poligonal cualquiera se llama base de la pirdmide y las otras, se
denominan caras laterales. El vértice comun de las caras laterales es el
vértice de la pirdmide.

En una piramide regular las aristas laterales tienen longitudes iguales.

A
/ \\ /\\ / \
1 L i\ /{ \\
‘/ /I \ /4 "\
/ /I \ /! \ \
/ ' \ i \ \
/ / ' ‘\ ‘/ 1 \
/ \ /! [ 1 \P \
] / ,/‘ R\
Y Sy /'__<__ / _I'____\\_‘\
/ ‘/Xﬁl r S / \ -
Piramide Piramide Pirdamide Piramide
triangular cuadrangular pentagonal hexagonal

En la pirdmide regular la altura de la cara lateral trazada del vértice de
la pirdmide se denomina apotema de la piramide.

En la pirdmide regular las caras laterales son congruentes.
Ppg: Semiperimetro de la base.

h: Altura.

Ap: Apotema de la piramide.

ap: Apotema de la base.

A;: Area lateral.

Ag: Area total.

Apg: Area de la base.

V: Volumen.

Pp: semiperimetro de la base
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Ay = (Pp).Ap
AT = AL + AB
Ap.h
V =
3

9.5.2 PIRAMIDES SEMEJANTES

Si se corta una piramide cualquiera por un plano paralelo a la base, se
obtiene una piramide parcial semejante a la piramide total.

Piramide: O — MNF

Pirdmide: 0 — ABC

Luego se cumple:
OM ON OF h
0A 0B OC H

Swvr _ (OM? _ ~_H* .,
Sapc (02 T HZ
Vo_mnr _ (OM)3 A h_3 =k3
Vo_asc - (04)3 P B

PROBLEMAS Y EJERCICIOS RESUELTOS

1. Una caja con forma de pirdamide recta cuadrangular regular, tiene
un volumen de 8, 1 m3; y una altura de 0, 3 m. Calcular la longitud de
la arista de la base.

A.53m
B. 64 m
C.52m
D.8m
E. 9m

RESOLUCION:
Representamos graficamente:
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Por dato: Vyirsmige = 8,1 m>

1
Sesabe que:  Vyirsmige = EAB' h
Reemplazamos datos:

1
8,1 = 3 12(0,3)
1
108,1) = 10|312(03)]
1
81 = §L2(3)
L2 = 81
=1
Consideramos longitud positiva:
L=9
~ La longitud de la arista de la base es 9 m.
RPTA: E

2. El juguete mostrado, esta compuesto por dos piramides de bases
cuadrangulares regulares iguales a la figura mostrada. Calcular el
volumen del juguete.

A. 144 cm3
B. 288 cm?
C. 260 cm3
D. 165 cm?3
E. 153 cm3

RESOLUCION:
En el grafico:

AVOC: Notable de 45° — 45°: OC = 6 cm
AADC: Notable de 45° — 45°: AC =12 cm
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Calculamos el volumen de la pirdmide V-ABCD:

Vpirémide = §AB- h

1/12\?
Vpirémide = 5 (ﬁ) .6

1 /144
Vpirémide = § (T) .6

Vpiramiae = 144 cm?®
Calculamos el volumen del juguete:
Viuguete = 2(144) = 288 cm3
= El volumen del juguete es 288 cm3.
RPTA: B

3. Un contenedor para acopiar botellas de plastico tiene en la parte
superior un techo en forma de piramide la cual tiene 80 cm de altura
y su base es un hexagono de 12 cm de lado. Si se quiere revestir con
plastico impermeable la parte lateral de este techo, écual sera la
cantidad de plastico impermeable que se necesita?

A. 3616503 cm?
B. 14V6504 cm?
C. 12V6505 cm?
D. 36V6508 cm?
E. 28V6506 cm?

RESOLUCION:
Graficamos:

\'
/800 \
‘B’!II \‘\‘ ;
P N
,,,,, 6 ~\D
A . o iO“ 3 P 6
12

F 12 EO
AOPE: Notable de 30° — 60°: EP = 6 cm
~ 0P = 6V3cm

Calculamos la apotema de la piramide:
AVOP: Teorema Pitagoras:

2
A,? =80% + (6V3)
Ap = V6400 + 108
A, = V6508 cm
Se sabe que:
Aj, = Semiperimetro . A,
Reemplazamos datos:
12(6
= %(\/6508)
A, = 36V6508 cm?
~ La cantidad de plastico impermeable que se necesita es

36V6508 cm?.

RPTA: D

4. El Cristo del Pacifico, monumento de Chorrillos, mide "7 a"metros.
Si el valor de "a" se encuentra en la figura de la piramide regular de
area total 360 m?, donde “0” es centro de la base (tal como se
muestra en la figura). ¢ Cual es la altura del Cristo del Pacifico?
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A.14m
B.21m
C. 28m
D.42m
E. 35m

RESOLUCION:
En el grafico:

Por dato: A; = 360 m?
Se sabe que:

Reemplazando:
8a
360 = 7(13) + (2a)?

360 = 4a(13) + 4a?
Simplificamos:
90 = a(13) + a?
a’?+13a—-90=0
Por aspa simple:
(a+18)(a—5)=0
a=-18 Vv a=5
Por ser longitud: a > 0
~a=175
Nos pide la altura del Cristo del Pacifico:
7a =7(5) =35m
= El cristo del Pacifico de Chorrillos mide 35 m

RPTA: E

5.Se van a elaborar 20 envases iguales de Tetra Pak, para jugos. Los
envases tienen forma de piramide regular octogonal, cuya arista de la
base mide 7 cm, la apotema de la base es aproximadamente 8,5 cm
y la altura es 30 cm. Si los envases se llenaran completamente,

écuantos mililitros de jugo se necesitara aproximadamente?

A. 47 000 ml
B. 47 600 ml
C. 42000 ml
D. 66 340 ml
E. 60 040 ml

RESOLUCION:
Graficamos

442



: sFRERRUNSA
s e vs lmagen

6. Una vela de forma piramidal regular de volumen 432 cm3 y altura

3h, quedo dividida como se muestra en la figura, si las bases ABCy
DEF son paralelas. Hallar la cantidad de cera que contiene el tronco
de pirdmide.
Calculamos el area de la base
Ag = Semiperimetro . A,
Reemplazamos datos:
Apg = 3(7) (8,5)
2 A. 300 cm®
Ap = 238cm o B. 304cm3
Calculamos el volumen de la pirdmide: C. 340 c¢m3
Vpiramide = §AB- h D. 280 cm’
1 E. 120cm3
Vpirémide = 3 (238) 30 )
Voirimide = 2 380 cm® RESOLUCION:
En la grafica:

La cantidad de jugo que se necesita para 20 envases:
20(2380) = 47 600 cm?
Se sabe que:1cm?® = 1ml
47 600 cm® = 47 600 ml
~ Se necesitara 47 600 ml de jugo.
RPTA: B
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Se observa pirdmides semejantes.

Se cumple que:

Reemplazando datos:

Se cumple:

Reemplazando V;:

= El tronco de piramide contiene 304 ¢cm3 de cera.

— 3
Veotal hiotal

vV,  (2h)?
432  (3h)3
vV, 8n?
432 27h3
v — 8(432)
Y/
Vv, = 128 cm3

Vi + Vi = Viota

128 + V, = 432
V, = 304 cm3

PRUNSA
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RPTA: B

7. Se va a elaborar una carpa para un circo de forma de piramide
hexagonal regular (como se muestra en la figura). Calcular la cantidad
de lona para su elaboracion.

A. 103 m?
B. 20v3m?
C. 40v3m?
D. V3 m?

E. 90v3 m?
RESOLUCION:
De la grafica:
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8. La base de una piramide regular, es un triangulo formado al unir los
puntos medios de tres lados no consecutivos de un hexagono regular
de lado 4 cm. Calcular el volumen de la piramide, sabiendo que, su
altura es el doble del lado del hexagono.

AOPE: Notable de 30° — 60°:

EP =3
OP = 3v3
OE=6
AVOP: Notable de 37° — 53°:
3k = 343
k=13
La apotema de la piramide:
Ap = 5k
A, =5V3

Se sabe que:
A, = Semiperimetro . A,

Reemplazamos datos:
6(6)

——(5V3)
A, = 18(5\/_)
A, = 90V3 m?

~ la cantidad de lona necesaria es de 90+/3 m2.

RPTA: E

A. 243 cm3
B. 12v/3cm?3
C. 36V3cm3
D. 15V3cm3
E. 10V3 cm3
RESOLUCION:
Graficamos:

El hexdgono regular estad formado por 6 tridngulos equilateros.

~FC=8

MN: Base media en el trapecio ABCF:

MN =

AB + FC

2
4+8

MN = ——

2
MN =6
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Calculamos el volumen de la pirdmide:

Vpirémide = §AB- h
1(1%V3
Vpirémide = _< ) h

3\ 4
1/6%V3
Vpirémide = 5 4 (8)

Vpirémide = 24V3 cm®

RPTA: A
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9.6 SOLIDOS DE REVOLUCION Ap = 2mr(r + g)
9.6.1 CILINDRO RECTO

. . I}
Se genera al girar una regién rectangular, una vuelta, alrededor de un V =mnr“h
eje que contiene a un lado. Las bases son circulos y la altura mide igual
gue la generatriz. Es también llamado cilindro circular recto.

X X
> K

En cilindros semejantes se cumple:

B H k H
= _""-"""'-\\ h
O C T '. .. ")
= x Ay A, H> R?
Y Y A, A, hz 2
Desarrollo de la superficie total de un cilindro recto: 9.6.2 CONO RECTO
Es el sélido generado por la rotacién de un tridngulo rectdngulo cuando
J,_R“ta“g“'!“ gira alrededor de uno de sus catetos, tomado como eje. El cateto eje
es la altura del cono, el otro cateto es el radio de la base y la hipotenusa
es la generatriz del cono.
h g=nh
Desarrollo de su superficie
i
2uR
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9.6.3 ESFERA

Es el sdlido generado por la rotacién de una semicircunferencia
alrededor de su didmetro.

== Eje

Circunferencia menor

Circunferencia maxima

Donde:

Se:superficie esférica
V:volumen
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PROBLEMAS Y EJERCICIOS RESUELTOS El sélido que se genera es un cilindro de revolucion.

1. Calcular el volumen del sélido geométrico que se genera cuando
el cuadrado de la figura gira 360° alrededor del eje El triangulo rectangulo ADC, es notable 45° — 45° por lo tanto la
L altura y el radio miden 4u.

A B Luego calculamos el volumen del cilindro:
V =nr?h
V = n4?%(4)
V =mnl6(4)
V = 64m us
D c RPTA: A
> 2. Se tienen dos cilindros de revolucion semejantes, cuyos volimenes

estan en relacion de 64 a 216. ¢Cual es el radio del cilindro mas
grande, si el radio del pequefio es de 4 cm?

A. 641 ud
B. 321 u3 A. 3cm
C. 12 u? B. 6cm
D. 161 ‘LL3 C. 12 cm
E. 2mu’ D. 4cm
E. 2cm
RESOLUCION:
RESOLUCION:
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Aplicando semejanza de cilindros:

CILINDROS SEMEJANTES

A. 2400w cm?
B. 440m cm?
C. 840m cm?
D. 12407 cm?
Reemplazando, se tiene: E. 14407 cm?
64 43
216" %3 RESOLUCION:
64 64 Del enunciado:
216  x3
64x3 = 216(64)
x3 =216
x =216
xX=6cm

RPTA: B

3. Barbara y Astrid confeccionaran 6 gorritos en forma de cono
circular recto para el cumpleafios de su hermanito, cada una con las
siguientes medidas: altura 16 cm y diametro 24 cm. ¢{Qué cantidad
de papel tienen que comprar para la confeccion?.

El tridngulo rectangulo BOC es notable 37° — 53°, por lo tanto, la
generatriz del cono es de 20 cm.
Entonces, para saber la cantidad de papel decorativo que se tiene que
comprar, se calculara el area lateral del cono:

A, =mrg
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A, =n(12)(20) Ap = 2161
A, = 240m cm? Ap =nr(r+g)
Finalmente tendrd que comprar: 216w = w(3k)(3k + 5k)
240m cm?(6) = 1440w cm? 216w = m24k?
RPTA: E k=3
Calculando el volumen:
4. Hallar el volumen de un cono circular recto, si las medidas de su V= nr’h
altura y generatriz estan en una relacion de 4 a 5 respectivamente, 3
ademas, el area total de dicho cono es 216 m?.
m(9)?12
A. 3241 m3 3
B. 256m m3
C. 3607 m3 V =324n m3
D. 1441 m3 RPTA: A
E. 590 m3
5. En un cilindro circular recto de 6 dm de radio, que contiene
RESOLUCION: suficiente agua, se introduce una esfera de plomo de 3 dm de radio.
Graficamos el cono y completamos los datos proporcionados por el ¢En cuanto sube el nivel del agua en el cilindro?
problema:
A. 2dm
B. 5dm
C. 3dm
D.4dm
E. 1dm
RESOLUCION:
Graficamos la situacion planteada:
Por dato:
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A. 2881 m3
B. 2187 m3
C. 50 m3
D. 1447w m3
E. 38t m3
RESOLUCION:
Por dato el drea de la superficie esférica:
A = 4nr?
1441 = 4nr?
36 =12
6=r
Calculamos el volumen de la esfera: Calculamos el volumen del tanque:
4 4
V= §”T3 V= §m‘3
% k (6)3
4 =3ZT
V= §n(3)3 43
V= §Tl’(216)
V = 36m dm?
El volumen del agua que se incrementé en el cilindro es igual al V = 2881 m3
volumen de la esfera (I},) que se introdujo, entonces:
V;a = Vcilindro incrementado RPTA: A
36m = m6°x
36m = 36mx 7. En la figura, AB es didmetro, 3MB = 2VM y AB = 10m . Hallar
x = ldm el area lateral del cono de revolucion.

El nivel del agua sube 1dm.
RPTA: E

6.La superficie de un tanque esférico para almacenar gas licuado
tiene como drea 144m m?. ¢Cuédl sera su capacidad de
almacenamiento?
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Por dato:
v 3MB =2VM
MB _ 2k
VM 3k
Aplicamos semejanza de tridngulos:
5k 10
5 2k
10k? = 50
k?=5
k =+/5
Luego, calculamos el area lateral del cono
A. 2057 m? A, =mryg
B. 25v3 mm? A, = (5)(5V5)
C. 40v5m m?2 A, = 25V5 m m?
D. 30v5m m? RPTA: E
E. 25vV571 m?

8. En el grafico se muestra un cono circular recto y un cilindro de
RESOLUCION: revolucidn, tal que, AC = 2CO0 Yy el area de la superficie lateral del
cono es cuatro veces el area de la superficie lateral del cilindro.
Calcular la razén de sus volumenes.

\

Completamos la grafica con los datos proporcionados por el
problema:
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B. ~V13 H? = (4h)? — (hV/3)?
i H? = 13h%
C. K} H = hy/13
D. 3 13 Calculamos la razén de los volimenes:
2
EE mR°H
3 Razon = 3
) nrZh
RESOLUCION:
Por dato: AC = 2C0 n(h/3)?(hy/13)
Entonces: ) 3
Razén = /3
(=g )%h
34 wh3v13
azén = 373
4

4
Razéom = §v13
RPTA: E

AC = 2h
Luego Ay, cono = 4AL citindaro

n(hV3)g = 4 IZn <@> hl

2
hg\/3 = 4+/3h?
g = 4h
Calculamos la altura del cono con Pitagoras, en el tridngulo rectangulo

VOB:
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9.7 SOLIDOS COMPUESTOS

Los sdlidos compuestos son figuras tridimensionales formadas por la
combinacidon de dos o mas sélidos basicos, como prismas, cilindros,
conos, esferas y piramides. Estos sdlidos pueden estar unidos de
diversas maneras, ya sea intersectandose, adyacentes o combinados
de otras formas. El analisis de sélidos compuestos a menudo implica
descomponer la figura en sus componentes mas simples para calcular
propiedades como el volumen y el drea de superficie.

PROBLEMAS Y EJERCICIOS RESUELTOS

1. La arista de un cubo es 6m.Calcular el volumen de la esfera inscrita
en el cubo

RESOLUCION:
Una esfera estd inscrita en un cubo cuando es tangente a las 6 caras
del cubo, por lo cual graficamos.

sx aaaaa
s g
! o
R' \
I N
] il
f . ) a
{ Fe )
H 2 i
2 )
\ .~ 1 1
I
. s Rl
M !
1
> i
R M >‘
. e
S e
o7

Observamos en el grafico que:
a=2R
6 = 2R
3=R
Finalmente, el volumen de la esfera es:

V—4 R3
_.3n

V—4 3)3
=37(3)

V—4 27

V = 36mm3
RPTA.D

2. Se tiene un cono circular recto, cuya altura mide 10 cm, a éste se
traza un plano secante y paralelo a la base. Sobre la seccion
determinada se construye un cilindro recto cuya base superior pasa
por el vértice del cono. Calcular la altura del cilindro para que su
volumen sea la mitad del volumen del tronco del cono.

A. 1—70 V49 cm
B. 1—70 §/7 cm

455



C. §3\/49 cm
D. i/Z cm
E. 1—70 Y49 cm

RESOLUCION:

Graficamos y asumimos que el volumen del cono es 6V

Para el volumen del cilindro recto:
3V = m.r?x

Para el cono parcial de radio "r":
1

— 2
Veono parcial = gn- re.

1
Veono parcial = § 3V)

Veono parciar =V
Ahora por semejanza de conos:
Vo ox
7V 103

10
X = 7 Y49 cm
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RPTA. E

3. Las pelotas de tenis se envasan en frascos cilindricos, cada pelota
tiene una superficie de 36m cm? y el material para la superficie
lateral de los frascos tiene un costo de un délar por cm?, ¢Cual sera
el costo del material para la superficie lateral de los frascos si se
quiere envasar 120 pelotas? (7t = 3,1) (Ceprunsa Il Fase 2017)

-

[N

J

54

A. 13 392 dblares
B. 15 392 ddblares
C. 14 392 déblares
D. 13 429 déblares
E. 12 729 dblares

RESOLUCION:
Superficie de la pelota:
A = 4. R?
36m = 4m. R?
9 = R?,
R=3cm

Entonces: Altura del cilindro: h = 18 cm
Encontramos la superficie lateral del cilindro:
A, =2nrg
A; = 2(3,1)(3)(18)

456



EPRUNSA

Ui s

A; = 334,8 cm?
Costo en 120 pelotas, se necesitaran 40 cilindros:
A = 334,8(40) = 13392 cm?
Costo = 13 392 délares
RPTA: A

4. En la figura se tienen dos esferas tangentes exteriormente, cuyos
radios miden 1cmy 3cm. El volumen del cono recto circunscrito a
ambas esferas es:

A. 12ncm?
B. 6mem?

C. 10mcm3
D. 81mem?
E. 11mcm?®

RESOLUCION:
En la figura podemos observar que:
AERQ~AEPN

EN 3
h-7 1

-3
3h — 21—h 3

3h—h=21-3
h=9
En el tridangulo ERQ: EQ = 2cm y ER = \/3cm

Luego: AERQ~AEHO
r 9

1 V3
r =343
Finalmente calculamos el volumen del cono
V ! 2h
= —nr
3

V= %n(3\/§)29

V =81mr cm?
RPTA: D

5. Se inscribe una esfera en un cono de revolucidn, dos generatrices
opuestas determinan un dngulo de 60° vy el didmetro de la base es
18 u. Calcule el volumen de la esfera (en u3).

A. 5213
B. 5813
C. 72mV3
D. 987V/3
E. 1087V3

RESOLUCION:
Graficando tenemos:
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Tenemos el:

4mtr 3

e e
3
Del dato de la altura del cono obtenemos el radio de la esfera, usando
triangulos notables de 30 y 60.

J

30 18

60,
9
3r = 93
r = 3v3

Reemplazando el radio obtenido en |a esfera tenemos:

B 47(3+/3)*

e —

3
_4n(27(3)(V3)(¥3))

3r 943

o~

3
_4n(273)(¥3))

3
Ve = 4n(27(V3))
V, =108V3n

RPTA: E

6.Un hexaedro regular se encuentra inscrito en una piramide
cuadrangular regular, de modo que una cara del hexaedro esta
contenida en la base de la piramide y los vértices correspondientes a
la cara opuesta estan en las aristas laterales de dicha piramide. Si la

altura de la piramide mide v 21 + 12+/3 cm y el drea de la superficie
lateral es el doble del area de la base en dicha piramide. Calcular la
longitud de la arista del hexaedro.

A. V3

B. 24/3
C. 3v3
D. 4/3
E. 5V3

RESOLUCION:
Representamos graficamente:

h= /21 +12v/3; S, = 2Sg
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ab A. 1481 cm3
47_2(1 — a=b B. 144m cm3
Por semejanza: C. 169t cm3
h—x x " D. 164t cm3
h «a e (1) E. 6641 cm3
Por Pitagoras:
i @ RESOLUCION:

V3 Observando la figura deducimos que es un cono equilatero por lo
Reemplazando (2) en (1): tanto hallamos el radio, si tenemos el area lateral,
h—x ve — AL=mr
T:E r 2h —2x = xV3 181 = nr (2r) %

V3 9=1%
2h=x(2++3) >  4h? =x2(7+4V3) 3=r
Reemplazando el valor de h: Calculando el volumen de la semiesfera:
4(21 + 12v3) = x*(7 + 4V3) Vip = Z R
4(3)(7 + 4V3) = x%(7 + 4V3) :
x? =4(3) 2 p
. X = 2\/5 Vse = §7T(6)
RPTA: B
432
7. En la figura adjunta, “O” es centro de la semiesfera y “T” y “Q” son “F E ¥
puntos de tangencia. Si el area lateral del cono es 18mwem?, hallar el
Vee = 144m cm

volumen de la semiesfera.
RPTA: B
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10 TRIGONOMETRIA

10.1 LEY DE SENOS Y COSENOS
RESOLUCION DE TRIANGULOS OBLICUANGULOS

CAP|’TU LO X MEDIDAS DE LADOS DEL TRIANGULO: a, b y c
VERTICES DEL TRIANGULO: 4,B y C

TRIGONOMETRIA

LEY DE SENOS

/ \ En todo tridngulo las longitudes de los lados son
La trigonometria, rama esencial de las matemdticas, explora las proporcionales a los senos de los angulos opuestos.

relaciones entre dngulos y lados de los tridngulos. Utilizando
funciones como seno, coseno y tangente, proporciona
herramientas cruciales para resolver problemas en diversas
disciplinas, desde la fisica hasta la ingenieria. Su comprension es
fundamental para el avance en estudios cientificos y tecnoldgicos.

a b ¢
senA senB senC
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a = 2RsenA
PROBLEMAS Y EJERCICIOS RESUELTOS
b = 2RsenB
1. En un AABC, se cumple: BC = a,AC = b, AB = ¢, ademas
7ab
¢ = 2RsenC (a+b+c)a+b—c)= :,
LEY DE COSENOS A. 1/2
B. 1/3
Se cumple para todo tridngulo agudo y obtuso. El cuadrado C. 1/4
de cualquier lado de un triangulo es igual a la suma de los D.1/6
cuadrados de los otros dos, menos el doble de su producto E. 1/8
por el coseno del dangulo comprendido entre ellos.
RESOLUCION:
Como
7ab
(a+b+c)(a+b—c):T
Por diferencia de cuadrados:
7ab

2 _ 2"
(a+b)*—c 3

7
a2+b2—c2=§ab—2ab

1
4 D a2+b2—c2=§ab...(l)
a? = b* + ¢* — 2bc. cosA Por la ley de cosenos:
Q J c? = a? + b? — 2abcosC
s \ a? + b% — ¢? = 2abcosC ... (1)
b%? = a® + ¢? — 2ac.cosB De () y (I1):
1
\ J 2abcosC = —ab
4 N 3
1
c¢? = a® + b? — 2ab.cosC cosC = A
\ J RPTA: D
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2. Un cuadrilatero, inscrito en una circunferencia, tiene dos lados n2(2 —=v2) =92 -2)
consecutivos iguales. La diagonal que une los extremos de los lados n¢=9
iguales miden 3v2 —/2; el angulo opuesto, en el cuadrilitero, al n=3

angulo comprendido entre dichos lados iguales, miden 135° ¢ Cuanto RPTA: A

miden los lados iguales?
3. En un trapecio ABCD, la base mayor AB mide 4m, las diagonales AC

y BD miden 3m y 4m respectivamente, el angulo obtuso formado por

A. 3
B. 4 las diagonales mide 120°. Hallar la medida de la base menor CD (en
C.5 m).
D.7
E. 1 A. 18m
B.(2V3+4)m
RESOLUCION: c. (V37— 4)m
Elaboramos el gréfico: o a D. (V72 -3)m
E. (\/§ + 11) m
RESOLUCION:
Se traza: CB’//DB
Aplicamos la ley de cosenos AACB’:
Observe que a = 45 (4 + d)? = 32 + 42 — 2(3)(4)cos120°
Aplicamos ley de cosenos en AABC:

1
(4+d)?=25- 24(—2)
n? +n? — 2(n)(n)cos45° = (3 f2 —2)? (4 +d)? = 37 2

2n? — ZnZ(g) =9(2 —2) 4= (V37 = 4)m RPTA: C
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4. En el siguiente grafico, AD =4, BD =10, BE = 15, EC = Por ley de los cosenos en el triangulo BCD:
6 y CD = 17.Calcular AE 172 = 10% + 21?2 — 2(10)(21) cosB
B 289 = 100 + 441 — 420 cosB
3
cosB = z

Por ley de los cosenos en el triangulo BCD:

2 = 14% + 15% — 2(14)(15) cosB

D, = x? = 196 + 225 — 420 (3)
x =13
A C RPTA: A
A. 13 5. Una casa tiene un patio en forma triangular y el dueiio quiere
B.7 ponerle grama, por lo que necesita calcular el area del patio para
C. 8 comprar la grama. Dos de los lados del patio miden 40 y 42 m, y el
D.9 angulo opuesto al lado que mide 42 m es de 120°. {Cuantos m? debe
E. 10 comprar de grama aproximadamente? Considerar 141 =
i 11,9 y sen120° = 0,87

RESOLUCION:
Ubicando los datos A. 62,7m?

B. 64,9m?

C. 64,7m?

D. 62,9m?

E. 66,12m?

RESOLUCION:
Graficando:
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' 100
RESOLUCION:
Sabemos por la ley de senos:
B
Por la ley de cosenos: A b =30 c
2 2 2 o —
42 = c* +40° — 2(c)(40)cos120 a b
2 s =
c“+40c—-164 =0 el kse B
40+ 402 + 4(164) 20 30
o 2 sen37°3_ senB
c=-20%2v141 senB = =sen37°
Por lo tanto: 2
1 33 9
Aspc =5 (40)(=20 + 2VT4T)sen120° senB === 151
Aupc = 66,12m? También sabemos: f
RPTA: E cos2B =1 —2sen“B ...(I])
Reemplazamos (1) en (II)
6. En un AABC, se cumple que: BC = 20,AC = 30 y mxA = 37°. cos2B =1 — z(i)Z
Determinar cos2B 1g1
2B=1-2.——
iy cos 100
A. 700 31
g _31 cos2B = ~30
g15° RPTA: B
C. =
D. 1~ 7. ¢éEn qué tipo de triangulo ABC, de lados BC = a,AC = b,AB = c,
100

se cumple que:
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a_b_c

= = ?
cosA cosB cosC
A. Isbsceles x

B. Rectangulo
C. Obtusangulo
D. Acutangulo
E. Equilatero

30° 15°
RESOLUCION: B M C
Tenemos: . 3 ) A. 15°
= = B. 30°
cosA cosB cosC )
C. 45
Por la ley de senos tenemos: :
D. 75
a = 2RsenA E. 60°
b = 2RsenB !
B——REnC RESOLUCION:

Reemplazamos: C | (5 erafies:
2RsenA £ 2RsenB § 2RsenC s LT <l B e
cosA  cosB  cosC
tand = tanB = tanC

Por lo tanto:
El triangulo es equilatero.
RPTA: E

8. Al resolver el siguiente triangulo donde AM es mediana; la medida

del angulo "x" es: B

En el AABM aplicamos la ley de senos:

m. n
sen30° sen(135° —x)
m sen30°

n sen(45° + x)
AAMC aplicamos la ley de senos:
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m on |
senl15° senx - (1)
Por lo tanto:
m senlb°
— = .. (D)
n senx
Igualamos (1) y (l1):
sen30° . senlb°

sen(45° +x)  senx
sen(45° +x) sen30°

senx ~ senl5°
Desarrollando el sen(45° + x):

@(cosx + senx) = 2(\/3 ++2

2 senx 4 )
ctgx +1=+3+1
ctgx = V3
~x =30°

RPTA: B
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10.2 LEY DE TANGENTES

/ LEY DE LAS TANGENTES \

PROBLEMAS Y EJERCICIOS RESUELTOS

1. En el triangulo de las Bermudas se denota los vertices ABC, ademas

A-B 2 C C
Se cumple que la suma de dos lados es a su diferencia, como se cumplea = 3b,tg (T) =3 Hallar: cos; +sen.
la tangente de la semisuma de los angulos que se oponen a B
dichos lados es a la tangente de la semidiferencia de los
mismos.
C a
B
A b C
AL
7
B S
3
\ Wt o
7
1 O\ o
A+ B 5
at+tb 19 (T) E. 7
a—b A—B
tg(“77) RESOLUCION:
bic tg (B ‘2|' C) Por ley de tangentes,sia = 3by tgg??’ = g
b—c , (B=-C a+b tg( 3 )
tg )
a—>b A—B
C+A tg (T)
c+a tg (—2 )
c—a C-A
9 ( 2 )

-~
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2=—_%t 7 3v3
2 g
3
A+B\ 4 C. 2v3
tg <T) = § D. 3\/§
A+B E. V3
- R 53°
Teniendo en cuenta que: RESOLUCION:
A+ B+ C =180° Sabemos que: A + B = 120°
A+B C Aplicamos por ley de tangentes:
— + 5 = 90° A—B
C a=b t9(“5")
53° +— = 90° TR
¢’ tg (A 2 B)
—=37° -
2 7—1 tg (T)
Luego nos pide hallar: 711 3 120
c c tg(*7)
cosE + Senz = c0s37° + sen37° AR
C C 4 3 7 6_ t9(“%7)
cosE+senE —g g—g ) tgiloo .
RPTA: D —
3 t9("5)
q J—
2. Se observa en un parque tres postes ubicados en los puntos 4 V3 73
A-B A—B 3v3
A,By C: Hallar: tg (22 ¢ ( ) £
( 2 ) g 2 4
C RPTA: B
60° 3. En un mapa se observa la trayectoria de un camino de forma
1 7 triangular por los puntos ABC. Calcular: tg (%)
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B RPTA: D
120° 3 4. En un campo de recreacion en forma de triangulo rectangulo, recto
2 enC,secumpleque A+ B =90°,A— B = 74°y b = 3m. Se desea
cercarlo, pero ha faltado malla para el lado “a”, {Cuantos metros
| ha faltad ] | lado “a@” A
seran necesarios para el cerco?
A
c A.19m
A. 5V3 B. 27 m
B. V3 C. 25m
8
D.21m
3v3
C. T E. 33m
p. 3
"15 RESOLUCION: L
E. V3 Graficamos:
p A
RESOLUCION:
Datos: A+ C = 60°
Aplicando la Ley de Tangentes: 3
A—-C
a—c tg( 2 )
a+c A A+ C ]
tg(“5-) 7 a
3_7 tg (#) Aplicando la Ley de Tangentes:
_ A—B
342 tg(6g°) a—3_t9(T)
A-C a+3 tg A+B
1t (=) ( 7o )
5 tg30° a—3_t9(2)
A—C\ 13 a+3 . (90°
g( 2 )25? tg(zo)
. (A—C)_\E a—3:tg37
9 2 ~ 15 a+3 tg4s
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a—3

a+3:
a—3_
a+3
4qa—-12=3a+9
a=21m

] w elw

RPTA: D

5. En un tridangulo ABC se cumple: 4tg (g) ctg (AZ;C) = 2% calcular
lam«B.

A. 15°
B. 30°
C. 37°
D. 53°
E. 60°
RESOLUCION:
Graficando:
B
c a
A b C
Aplicando la Ley de Tangentes:
A+C
tg (T) _a+tc
A—C\ a-c
tg (557

Reemplazamos:

A+C)

st B tg A—C :tg( >
(o592 20

o B)io (5 e (259 - oo (59

1
(Por Identidades Reciprocas)

B A+C

2 2

! (A+C) : (B) i
e b — - h— =) ..
g 2 clyg 2

(Por Razones Trigonométricas Angulos Complementarios)
Reemplazando Il en [:

N
(@)

«Q

wall) =t

B 1
g (E) =B
3

B 53°
2 2
m<B = 53°

RPTA: D

6. La distancia de tres objetos no identificados estan ubicados en los
. . BC 3

puntos A,B y C formado una figura triangular donde B3 Hallar el

valor de:
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3k 2k

tg (a ;— 0) .sen@
sena.tg (aT—O)
B
a 0
A c
A X
180
B. —
53
c.2
12
D. —
173
E. —
12
RESOLUCION:
Graficando:
B
2k 3k
o )
A c

Por ley de Senos:

sena senf

senf 2
sena 3
Por ley de tangentes:
tg (a ; ) 3k + 2k
tg(agg-)i-e 3k — 2k
a
? (a E 9) o
tg (57)
Acomodando:
tg (aT-I_Q).senG N senf .tg (a ; 9)
sena.tg (a_;_) Nl tg (a > '9)

send 9 (QTM) 2
sena’ ;g (CIT—H) 3
10

oo ?

RPTA: B

7. Se observa un triangulo obtusangulo A,B y C, Hallar: 2tg (%) +
V3, si BC = 3AC.
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B A—B
1 tg (%)
2 120°
tg (*3-)
A—B
tg60° = 2tg (T)
A—B
3 = 219 (A2F)
60° 2
A C Reemplazando:
A—-B
A3 2tg(“5=) + V3= V3 +V3 =213
B. 2v3 2 RPTA: B
C. 43 '
D. 6v3 8. Tres plantas nucleares estan ubicadas en los vértices A,B y C de un
E. —V3 triangulo, de acuerdo al grafico.
. B-C
Graficando: A
B
2 3
3m ¢
B d
V3
60° A-g
» A m c B. ‘/g
Del grafico se deduce: A + B = 120° 5
Si:AC = m; BC =3m C.?
Por ley de tangentes: D V3
A—B "7
sm—m  t9(=5—) e
2

3m+m:tg(A+B)

N‘
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RESOLUCION:
Efectuando:

(2a+5)(a+5)=3(a+3)(a+2)
2a? + 10a + 5a + 25 = 3a% + 15a + 18
15a + 25 = a® + 15a + 18
a?=7-a=7
Por ley de los Cosenos:

a’? =22 +3%2-2(2)(3)cosA

(V7)’ = 4 +9 - 2(2)(3)cosA
12cosA =13 -7

4 6 1
cos ST 2
Luego: m<A4 = 60°
Entonces» B + C = 120°
Por Ley de tangentes:
B—-C
3-—2__ tg( 2 )
2 B+C
3+ th( CZ )
1 t9(*57)
5 tg60°
y (B—C)_\/§
I\72)" 5

RPTA: B

473



L.(J?:EPRUNSA
ooz MATEMATICA]

10.3 AREA DE REGIONES TRIANGULARES: CONOCIENDO LOS 10.3.2 EN TERMINOS DEL CIRCUNRADIO Y LOS ANGULOS INTERNOS
LADOS, ANGULO Y SEMIPERIMETRO DEL TRIANGULO
10.3.1 EN TERMINOS DE DOS LADOS Y EL ANGULO COMPRENDIDO B

B
a C
| A
¢ b |
S =2R?’senA-senB-senC
ab abc
S=—senC .
2 =R
S = EsenA Donde R es el circunradio del triangulo.
2

10.3.3 EN TERMINOS DE LOS LADOS DEL TRIANGULO
S=—senB Conocida también como la férmula de Herdn : el drea de un triangulo
(S), a partir de su semiperimetro:

S=\p@—a)(p—b)({p-o

Donde p es el semiperimetro del triangulo.

_a+b+c
P=""3
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10.3.4 EN TERMINOS DEL SEMIPERIMETRO Y EL INRADIO
S=pr

Donde 7 es el inradio de la circunferencia.

PROBLEMAS Y EJERCICIOS RESUELTOS:

1. En la figura mostrada, calcular el drea sombreada en u?, en funcién
de “B”. Si el radio de la semicircunferencia es 5 u.

B El drea es:
1
S = E(S)(Ssen 2p)
~ §=12,5sen (2B) u®
RPTA: A
H — _—

0 5 A 2. En la siguiente figura, se prolongan los lados AB y BC hasta los
A. 12,5sen 2 puntos D y E respectivamente, teniendo que AD = 34AB y CE =
B. 10senf 4BC. Hallar el drea del triangulo DBE.
C. 5sen2p
D. 6sen f
E. 2,5sen2f
RESOLUCION:

Completando el grafico:

A. 720 u?
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B. 744 u?
C. 752 u?
D. 360 u?
E. 120 u?

RESOLUCION:
Completando datos en la figura dada:

D

Por dato, la regién sombreada es:
S = Eac(sen a) =172

ac(sena) = 144 ... (%)
Reemplazando (*), en la férmula de area de un triangulo:

1
SABDE = > 2c(5a) sen (180° — )
Sagpr = Sac(sen a) = 5(144)

AABDE == 720
Por lo tanto, el drea del tridngulo BDE es 720 u?
RPTA: A

3. En la figura, se muestra un cuadrado, si CD = 3EDym « BEA =
a . Calcular:

csca
D A
|
E a
|
c B
A. 3
B 130
9
p. V13
2
g, 2
4
RESOLUCION:

Completando la figura, completando los lados por el teorema de
Pitdgoras, se tiene:
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D 31

R

B
(o 31

Aplicamos férmula de drea de un tridngulo, para el triangulo ABE'"

BH (3D@H 912
S:_:( )( ):_”.(1) Y
1 ; ? 1 - B. 2V6u
S = E(ml)(\/l_Ol)sen a= E(\/lSO)lzsen a... (I 24
C. —
Comparando (1) y (II): 35
9z 1 p. By
— = —(V/130)?sena 12
2 %( ) E. 4/6u
—— = sena
V130 RESOLUCION:
scsca = @ Primero hallemos el semiperimetro:
RPTA: B po2tot7
2

Luego el drea del tridngulo sombreado, usando el semiperimetro es:

S=9(9-5)(9-6)(9-7) = 6V6

Por ultimo, el area del tridngulo, usando el inradio es:

4. En la siguiente figura, calcular el circunradio “R”:
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abc

4R
5(6)7
6v6 = R

Racionalizando, se tiene:

_5(7) V6
46 V6

R=28
24 °F

RPTA: B

5. En un triangulo ABC, obtuso en “A”, cuya m <« ABC = 30°, AB =
2uyAC = 6 uysiBC es entero. Calcular el area de dicho triangulo.

2 u?
3 u?
3,5 u?
5u?
9,5 u?

mooOw>»

RESOLUCION:
Graficando:

A _

B X

Calculando el tercer lado, por existencia de un triangulo, se tiene que:
6—2<x<6+2
4<x<8 ...(1)
Por dato, el A ABC es obtuso en “A”, se cumple que:
x? > 2%+ 62
x? > 40
x>632 ....(II)
De (1) y (1), se tiene:
632 <x<8
Como “x” es entero, resulta que x = 7
Luego, calculemos el drea del triangulo, conociendo dos de sus
lados y el angulo comprendido entre ellos:

2x.sen 30°  2(7)sen 30°
2 B 2

S =3,5u?

RPTA: C
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6. Se tienen 3 circunferencias tangentes exteriormente dos a dos. Aplicando el teorema de Herdn, primero se hallara el semiperimetro
Hallar el area del tridngulo que se forma al unir sus centros, si se del tridngulo ABC:
sabe que los radios miden 5,7 y 8 cm p— 12+ 13+ 15 _
2

A. 10 cm? El area del triangulo sombreado es :
B. V3 cm? S =/20(20 — 15)(20 — 12)(20 — 13) = VY5600
C. 20vV17 cm? ~ §=20V14 cm?
D. 3v2cm? RPTA: E
E. 2014 cm?

7. Calcular el area de un tridangulo rectangulo. Si el inradio y la
RESOLUCION: hipotenusa miden 3 uy 17 u respectivamente.
Graficando:

A. 20 u?

B. 30 u?

C. 40u?

D. 50 u?

E. 60 u?

RESOLUCION:

Construyendo la figura:

B

13 12
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Por el teorema de Poncelet:
a+b=17+2(3)

a+b =23
Luego, el drea del triangulo ABC es:
a+b+17
S por = (SH2H1T)
S =60u?

RPTA: E

8. En la siguiente figura, calcular el inradio (en unidades).

mooOw>»
(@)Y
g

RESOLUCION:
De la figura:

Hallando el semiperimetro:

_13+14+415
o

p 21

Por Herén:

S=pl-a)p-b)p—c)

S = J21(21 —13)(21 - 15)(21 - 14)
S =./42(42)4 = 84 u?
Luego, en términos del inradio:

S=p.r
84 = 21r
~“r=4u

RPTA: B

480



PRUNSA

10.4 CIRCUNFERENCIA TRIGONOMETRICA

La circunferencia trigonométrica es aquella circunferencia que
pertenece al plano cartesiano, cuyo centro es el origen de coordenadas
y radio igual a la unidad. A continuacién, se muestra la ecuacion de la
Circunferencia Trigonométrica (CT):

x> +y2=1
y
B
a
P
r=1
A 0 ]A x
0

Bl

10.4.1 ELEMENTOS DE LA CIRCUNFERENCIA TRIGONOMETRICA
0(0; 0): origen de coordenadas
A(1;0): origen de arcos

B(0; 1): origen de complementos

A'(—1;0): origen de suplementos

a: arco positivo que pertenece al Il C, también conocido como arco en
posicién normal

0: arco negativo que pertenece al IVC

P: extremo de arco «

AP: arco dirigido en posicién normal del sector circular sombreado.

Los arcos en la CT son numeros reales, es decir, cantidades sin
unidades. También son llamados cantidades adimensionales.

Teniendo en cuenta el extremo del arco, este extremo nos indicara el
cuadrante al que pertenece dicho arco. Asi en la figura anterior, & €
11 C.

Un arco en posicion normal es aquel arco orientado en la CT que se
genera a partir del origen de arcos A(1;0) siendo el extremo la
posicion final de dicho arco. A los arcos generados en sentido
antihorario se les considera positivos, y en sentido horario se les
considera negativos. Observando la ubicacidon del extremo del arco
podemos determinar el cuadrante al que pertenece dicho arco. Los
arcos dirigidos en posicién normal no necesariamente pertenecen a
determinado cuadrante, puede darse el caso que dichos arcos no
pertenezcan a cuadrante alguno, llamados asi dngulos cuadrantales.

10.4.2 REPRESENTACION DE LAS RAZONES TRIGONOMETRICAS EN LA
CIRCUNFERENCIA UNITARIA

En las representaciones siguientes, se han utilizado segmentos
dirigidos. Las lineas trigonométricas son segmentos de medida positiva
0 negativa que van a representar el valor numérico de una razén
trigonométrica de un angulo o nimero cualquiera.
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10.4.2.1 LINEA SENO (ORDENADA DEL EXTREMO DEL ARCO) y
Es el segmento determinado por la perpendicular trazada desde el 5
extremo del arco considerado, hacia el eje de las abscisas. @
(Lumbreras, 2020) P(x;y)

y‘ (+) sena

donde:

PQ =sena es positivo (+)

SR =senff  esnegativo (—)

El seno de un arco a es la ORDENADA de su extremo.
sena =Yy

También se verifica:

j - Suextensién: —1 < sena <1
- (sena@)pgr =1

_ - - (sena)pp = —1

sen (AP) = sen(6 rad) = PM =y,

EJEMPLO:
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y Y
2 B
f—' N P(x1;¥1)
(]
|sen 2|
0 rad
h 0o A *
X
|sen 4|
4
J cos (AP) = cos(8 rad) = PN = x;
10.4.2.2 LINEA COSENO (ABSCISA DEL EXTREMO DEL ARCO)

Es el segmento determinado por la perpendicular trazada desde el
extremo del arco considerado, hacia el eje de las ordenadas.
(Lumbreras, 2020)

(+)

Br
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donde:

PQ = cosa esnegativo (—)

RS = cos f  es positivo (+)

El coseno de un arco a es la ABSCISA de su extremo.
cosa=x

También se verifica:

- Suextension: —1<cosa <1

- (cos W max =1
- (cos @) pmin = —1

EJEMPLO:
Ubicar el coseno de los siguientes arcos: 120°y — 40°
Resolucioén:

1205
cos 120°

En términos de senos y cosenos, se tiene:

y

(cos 0;sen 8)

G}

Q(cos B; sen )

Bl
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10.4.2.3 LINEA TANGENTE (ABSCISA DEL EXTREMO DEL ARCO). - Suextension: —o < tga < o

La tangente de un arco en la circunferencia trigonométrica es
representada geométricamente mediante un segmento dirigido

La tangente no tiene maximo ni minimo

. .. m 3m 5m 7m
La tangente no estd definida en: S g

) )

vertical, correspondiente a la ordenada del punto de interseccion del 202
radio prolongado que contiene al extremo del arco y al eje de Vx ER — {(Zn +1) E} /MET; tgx ER
tangentes (Lr). (Lumbreras, 2020) 2

10.4.3 VARIACION DE LAS RAZONES TRIGONOMETRICAS DE UN ARCO

Lr EN LA CT.
y
1;
iy 10.4.3.1  VARIACION DEL SENO DE UN ARCO DE LA
CT
y
tg 6 1
X 3 sen3
tal 3,14 ~ 0
SN sen6
\
-1
tg (AP) = tg(6 rad) = AM = y, VXER—->-1<senx<1
tga = AN - SixelC->0<senx<1
También se verifica: - SixellC—->0<senx<1
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- SixelllC > —-1<senx<0 1. Indicar verdadero (V) o falso (F), segin corresponda, en las
- SixelVl - —-1<senx <0 siguientes proposiciones:
1) sen 20° < sen 60°

10.4.3.2  VARIACION DEL COSENO DE UN ARCO DE Il) sen 100° < sen 150°
LACT Il) cos 280° < cos 300°

VVV
FFF
VFV
FVV
FVF

mooOw»

RESOLUCION:
1) Graficando:

sen 60°

sen 20°

VxeER—--1<cosx<1

- SixelC—-0<cosx<1

- SixellC->—-1<cosx<0
- Six€elllC->—-1<cosx<0
- SixelVC - 0<cosx<1

PROBLEMAS Y EJERCICIOS RESUELTOS:
Del gréfico se tiene que:
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sen 20° < sen 60°

(V) ¢
II) Graficando:
y“
100°
sen [L00° ¥
sen 150° h
0 "x
Del grafico se tiene que:
cos 300° > cos 280°
l (V)
Del grafico se tiene que:
sen 100° > sen 150° RPTA: C
(F)
2. En la figura mostrada, calcular el area de la region sombreada en
1. Graficando: funcion de “a”.
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y, A
a |B
(14 B
P Y
i X
A 0 A x
B’ L~ CT
Aplicamos formula de drea de un tridngulo:
BxH AAxP
A. senca A= = Q e (%)
B. cosa - y . 2 2 .
Utilizando la linea triangular de seno en PQ, se tiene:
C. Zsena PQ = | |
D. sen(a/2) Y i:eqzz_a/
E. 2cosa Se le aplica valor absoluto, ya que se debe tener una cantidad
- positiva. Luego en (*):
RESOLUCION: 2Xsena
Se traza la linea triangular, en la figura, formando la altura del = 5
triangulo: Por lo tanto, el area de la region sombreada es A = sen «

RPTA: A

3. En la siguiente figura, calcular el area de la region sombreada en
funcion de “0”.
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MATEMATICA
y
}
B
0
P
A\ Q x
A. 2sena
sen BcosO
B. - T Tl
C. 2cosa
D. sen@;‘ose
E. 3cosa
RESOLUCION:

Se traza la linea triangular, en la figura, formando la altura del
triangulo:

yl
R cosO| |p
P
7]
1
|sen 8|
A\ Q 0 e
BJ’
Aplicamos férmula de drea de un tridngulo:
BXH PQXx0Q
fr frl cee (*)

2 2
PQ = |sen 8| » PQ = sen 8

+
0Q = |cos 8] » 0Q = —cos @

Utilizando la linea triangular de senoy coseno en PQ y 0Q

respectivamente, se tiene:
sen 6. (—cos 0)

2
sen Bcos 6
. ’ fcos 0
Por lo tanto, el drea de la regién sombreada es A = — "~ ZCOS
RPTA: B
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4. En la siguiente figura:

y

PRUNSA

naNuevalmagen

Sisen0 = %
Calcular "PQ".
A. 13/7

B. 2/3

C. 4/5

D. 15/7

E. 5/3
RESOLUCION:
Del grafico:

Aplicando Pitagoras:

- Enel 40PR:
3\ 2
¥ = (7) + (cos 6)?
40 29
29 T cos
- Enel4PQR:

PQ? = (sen 8)? + (2cos 6)?
PQ? = sen?0 + 4cos?6

=) +()
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13

~ PQ=—
¢ 7

5. En la siguiente figura. Hallar el area que ocupa el logotipo del

Ceprunsa en términos de “f”.

s x2+yr=1

A 1

B. 2

C. senpf

D. cosf

E. 1+senpf
RESOLUCION:
De la figura:

RPTA: A

Calculando el area del logotipo del Ceprunsa:
A=BXH=1X{1+senp)
~A=1+senf
RPTA: E

6. En la siguiente figura de la circunferencia trigonométrica. Hallar el
valor de la ordenada del punto P.
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secB+tgp
senf

1/(1 +sen )
1/(tgﬁ+secﬁ—3)

m O Ow>

RESOLUCION:
Del grafico:

y
[ L:y=3x
0 A x
Q(cos B;sen f3)
B
R(0;-1)

P(x;3x)

Hallando la pendiente de la recta :
Mpr = Mpq
3x —(=1) senp—(-1)

x—0 cosf —0
3x+1 senf+1
x  cosp

3x 1 senf 1

—+== +

X x cosf cosf

1
3+;= tg B +secpP
1
- tgpP +secf—3
1
tgp +secp—3

O

7.Sixe[%;§]

RPTA: E
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Hallar la variacion de:

A = 3sen (3x+§

moow»
—1{r

En el gréfico:

)

EPRUNSA
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8.Si 0 € |—m; 0]. Resolver la siguiente inecuacion:

%Ssen931
%Sseneﬁl
ESSSenGSS
2<4<3

}*3

el
L84

0>1
cos >

RPTA: E
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RESOLUCION:
Acotando la desigualdad, se tiene:

1
E<C059S1

Analizando la variacion de “0” en la CT:
y

Tcp<o
S <0<

RPTA: C
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10.5 FUNCIONES TRIGONOMETRICAS: SENO, COSENO

10.5.1 FUNCIONES TRIGONOMETRICAS: SENO, COSENO, DOMINIO Y
RANGO
Se denomina Funcion Trigonométrica al conjunto de pares ordenados

« II

(x,y), tal que la primera componente “x” es la medida de un angulo

o, .n

cualquiera en radianes y la segunda componente “y” es la razon
trigonomeétrica de “x”. (Lumbreras, 2020)

Es decir:

F.T={(xy)/y=RT.(x)}

PERIODO DE UNA FUNCION TRIGONOMETRICA (T): el periodo
representa la menor longitud de repeticion de la grafica sobre el eje x.
Sea la funcién f(x) = A.FT(Bx + C), donde A4, By C son constantes,
siendo “|A4|” la amplitud, “FT” representa a las funciones de seno o
coseno. Entonces el periodo de la funcién trigonométrica (seno o
coseno) se determina por:

21

T=—; B%0
|B|

EJEMPLOS:
Calcula el periodo en las siguientes expresiones:

a) f(x) =2sen3x
b) g(x) = 3cos 2x

RESOLUCION:
a) Reemplazando en la férmula del periodo, se tiene:

I3I 3
b) De forma similar, se tiene para la funcién g.
2
= — =17
2]

AMPLITUD DE UNA FUNCION TRIGONOMETRICA (4): la amplitud es la
mitad de la distancia entre el limite superior e inferior y debe ser la
misma para cada intervalo.

1
3 Elfmax ~ fminl
Donde:

[ max: €s el maximo valor que puede tomar la funcion.

[ min: €5 €l minimo valor que puede tomar la funcién.

10.5.1.1 FUNCION SENO

f={(x,y) ER?*/y= senx; x € R}

Su grafica es:
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.............. et - i ,

ANALISIS DEL GRAFICO ANALISIS DEL GRAFICO
DOMINIO x€ER DOMINIO x €R
RANGO ye[-L1l] »-1<senx<1 RANGO y€[-11]>-1<cosx<1
PERIODO T =2m PERIODO T=2m
FUNCION Impar— sen(—x) = —sen x FUNCION par— cos(—x) = cos x
CONTINUA VxeER CONTINUA Vx € R

10.5.1.2 FUNCION COSENO PROBLEMAS Y EJERCICIOS RESUELTOS:
1. Dada la funcidén coseno, en un periodo completo, como se muestra
f={(x,y) ER?*/y = cosx; x €R} en la figura:

Su grafica es:
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Determinar la funcion que describe la curva.

A. 1,5cos (3x)
B. 1,5cos (2x)
C. 2,5cos (3x)
D. 3,5cos (2x)
E. 5,5 cos(4x)

RESOLUCION:
La funciéon coseno:
f(x) = Acos[Bx + C]
En el grafico, encontramos la amplitud:
A=1,5
2 2w
T = — = —

B
B
C

w
I

3
0

Reemplazando:

f(x) = 1,5cos(3x)

RPTA: A
2. Identificar el maximo valor de la funcién f definida por:
f(x) = (4 — senx)(4 + senx) — 7
A. 7
B. 8
C.9
D. 10
E. 11
RESOLUCION:
De la expresion:
f(x)=(4—senx)(4+senx)—7
Por diferencia de cuadrados:
f(x) = (16 —sen?x) — 7

f(x) =9 — sen®x

Se sabe que:
—1<senx<1
0<sen’x <1
—1< —sen’x <0
8<9—sen’x<9
8<f(x)<9
El maximo valor que puede tomar es 9.
RPTA: C

3. La corriente “I” (en amperios) que pasa por un conductor de un
circuito de corriente alterna se determina con I(t) =
30sen(120mt), donde "t" es el tiempo expresado en segundos.
Calcular el periodo de la funcién e indicar el valor maximo de la
corriente.

497



sFRERRUNSA
neasezos  Ulpkeplzzn warvATca

4. Sean A, B y C constantes, donde f: R — R que a su vez esta dada

A.—;304
B %_ 30 A por f(x) = Asen x + Bcos x + Csen xcos x, cuya grafica parcial se
62' muestra a continuacion:
Cc.—:304
120 y A
D. =:45 4
610
E 5} 15 A 2
RESOLUCION:
De la funcidn:
1(t) = 30sen(1207t)
Graficamos: 1 _I_\/_E
1 2 2
30
_____________________________________________ | Ne— -
: i : Y
| 5 ‘ "X
Z;%%W i 5 . t
0 11 1] 1 -1
240 80! 60
: :
_30\ Calcular"A+ B + C"
Hallamos el periodo: . A1
= B. 2
121071 C. 3
T =— D. 4
60 E. 5

La amplitud es 30; entonces, el maximo valor de la corriente es 30 A.

RESOLUCION:
Del grafico tenemos que:

(0;2) € f:

RPTA: A

2 =Asen 0+ Bcos 0+ Csen Ocos 0
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2=B
(g;l)ef
—1 = Asen (2) + Bcos (2) +C (seng) (cos g)
-1=A
3D es
%+?=Asen(4)+Bcos(4)+C sen(Z)cos(%)
1 V2_(A+B)NV2 1cC
it 7§
=C
Nos piden:

A+B+C=-1+2+1=2

RPTA: B

5. El tiempo de ejecucion de un proyecto es de "a" meses, si empezd

en el mes de marzoy "a" es la suma de los valores enteros del rango de

la funcion:
g(x) =3senx+1
¢En qué mes debera culminar?

A. Julio
B. Noviembre
C. Setiembre
D. Junio
E. Diciembre

RESOLUCION:

Del enunciado:

g(x) =3senx+1
Se sabe:
—1<senx <1
Multiplicamos por (3):
—3 <3senx <3
Sumamos 1:
—2<3senx+1<4
—2<3senx+1<4
-2<g(x)<4
Ran(g) = [-2; 4]
Suma de valores enteros:
—2—-14+0+1+2+3+4=7
sa=7

El tiempo de ejecucion es de 7 meses e inicia en marzo,

Por lo tanto, el proyecto debera culminar en el mes de setiembre.

6. Calcular el menor valor que toma la funcion definida por:

sen 3x + 2sen 2x

fx) =

sen x

[
_ N

moowpP
N = O

RPTA: C
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RESOLUCION:
Nos piden el menor valor de f(x):
Por I. Auxiliar dngulo triple y dngulo doble:

sen x(2cos 2x + 1) + 2(2sen xcos x)
fx) =
senx
f(x) =2cos2x + 1+ 4cos x
Por dngulo doble del coseno:
f(x) =22cos?x —1) + 1+ 4cos x
f(x) = 4cos?x + 4cos x — 1
f(x) = (2cos x +1)? =2
Debido a que senx # 0, entonces:
—1<cosx<1
Construyendo f(x) tenemos:
—2<2cosx < 2
—1<2cosx+1<3
0<(2cosx+1)?2<9
—2<Qcosx+1)2-2<7
—2=<f(x)<7
Entonces el menor valor de f(x) es: —2

7. Una poblacion de aves amazdnicas, tiene un modelo de
crecimiento dado por la férmula: N(t) = 103[2cos(Bt) + 5], donde
"t" esta en afios, con fluctuaciones de 7 afios. Determinar el menor

tiempo en que la poblacion sera de 6 000 aves.

A. 3 afios y 6 meses
B. 2 afos y 6 meses
C. 2 afios y 5 meses
D. 1 afio y 2 meses
E. 1 afio

RESOLUCION:

Piden el menor tiempo en que la poblacion serd de 6000 aves:

N(t) = 103(2cos(Bt) + 5)

Periodo: T =7
2 =7
B
_27r
b= 7

Luego: N(t) = 6000
6000 = 103(2cos(ft) + 5)

27Tt_1
cos 7=

2
(1)_27115:> n_Znt
arc cos 2) = 343

7
t_7
6

t = lano +gar”10

Por lo tanto, el tiempo serd t = 1 afio y 2 meses.

RPTA: D

8. En la funcién y(t) = 2cos 2t + 4\/2sen 2t; la amplitud y el

periodo son respectivamente:

A 4N2ym

B. 42 y2m
C.oym
D.6y2m

E.2+42ym

RESOLUCION:
Reducimos la funcion:
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y(t) = 2 cos 2t + 4/2sen 2t

2 42
y(t) =6 <E cos 2t + Tsen 2t>

Donde: sen 8 = gycos 6 = %E

y(t) = 6(sen Bcos 2t + cos Osen 2t)
y(t) = 6sen(2t + 6)
Por lo tanto, la amplitud sera 6 y el periodo serd .
RPTA: C
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10.6 FUNCION TRIGONOMETRICA TANGENTE. DOMINIO Y 5 s S v S S § S —
RANGO. - | S Y 1 S S
Es la funcidn que asocia a cada numero real x con la tangente del el |

angulo cuya medida en radianes es x. Como la funcidn tangente viene

e e e e b e o e e b
: : Y : H :
w
3 :
SRR SRS et PR S IR A—

definida por el cociente %, el dominio de la funcion sera formado
w1l
por todos los nimeros reales, excepto aquellos en los que se anula el
denominador. -2
T =¥
f={(x,y)E]R2/y=tgx;xeR—(2n+1)E;n€Z} /
| —
Seala funcién f(x) = A.tg(Bx + C), donde A, By C son constantes, T=m Asinfota
el periodo (T) de la funcién tangente, se determina por:
ANALISIS DEL GRAFICO
T
T=2; B#0 DOMINIO XER—(2n+1)Z;n€eL
B 2
Su grafica es: RANGO y€R
PERIODO T=m
FUNCION Impar— tg(—x) = —tg x
A
DISCONTINUA x=(@n+DZnez

PROBLEMAS Y EJERCICIOS RESUELTOS:

1. Determinar el dominio de: f(x) = tg (3—:)
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)@n+1);n ez
)(2n+1);nEZ}
)@n+1);n ez
)@n+1);n €3
)@n+1);n €23

RESOLUCION:
Dada la funcién:

3x
f@) = tg(2)

Recordamos:
T
y =tg(x);x e R—(2n + 1)§;n €Z

Entonces:

& # (2n+ 1)”

5 nrty

¥ * r 2n+1)

5~ 265

5w
X ¢?(2n+ 1)

=~ Dom(f) =R — {(%) 2n+1)ne Z}

2. Hallar el dominio de: f(x) = 2tg (i)

A.R—-{37(2n+ 1);n € Z}
B. R—{2n(2n+ 1);n € Z}

PRUNSA
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RPTA: A

C. R—{2mr(2n—1);n € Z}
D.R—{mr(2n + 1);n € Z}
E. R—{57(2n — 1);n € Z}

RESOLUCION:
Dada la funcion:

Fe) = 293
Por teoria:
y=tg(x);x €R— (2n+ 1)%;n €z
Luego:

X s
Zx@n+1)=
5 (2n + )2

X Vs
Z¢§(2n+1)

41
X ¢—2—(2n+ 1)

x#2n(2n+ 1)
~Dom(f) =R—-{2n(2n+ 1);n € Z}

3. En el grafico mostrado de la
f(x) = tg(Bx), determinar el valor de B.

RPTA: B

funcion
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£ = 3m .
6 6, 6
T : T
T=- : =
3 : . 3
i
Al
B. 2
C.3
D. 6
E. 7
RESOLUCION:
Por teoria sabemos que:
s
T =—=
B
De acuerdo con el grafico:
s
T ==
3

Comparamos ambos resultados:

4,

Sabemos que, el siguiente par ordenado: (

RPTA: C

6m (n+1)2—6)
24’ 3 ’

pertenece a la funcién f(x) = tg x. Calcular el producto de los

valores de "n".

M S CT 2>

20
13
—8

L— 12

14

RESOLUCION:

Dado el par ordenado:

Lo reemplazamos en la funcion:

flx) =tgx
(n+1)?%—-6

(n+1)2-6

(n+1)? -6

6 (n+1)* -6
_T>

6m
= t9(3)

(3

= tg 45°

(n+1)?-6

m+1)2-6=3
(n+1)?2=9
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n+1=43
n=3-1y n=-3-1
n=2y n=-4
Nos piden el producto:
2)(=4)

~ producto = —8

5. Calcular el rango de la funcion definida como:
2 h LR
f(x) =3tgx,siix € (=7;2)

A (=% 2
i
N
s
D. (—gpinn
3°3

1.5
E. (=33

RESOLUCION:

De la informacion dada:

7T<<7T
2 -%57%

Aplicamos tangente a todos los miembros:
tg(-) <tgx < tg(3)
tg(—45°) < tgx <tg(45°)
-1<tgx<1
Multiplicamos por %:
2 2 2

—§<§tgx<§

N 1 s AT

Nuevalmagen
2 2

RPTA: C

—§<f(x)<§

El rango es:
2 2
f) € (=533)
. R j— 2.2
“ Ran(f) = (~3:3)
RPTA: D

6. El numero de hijos de Jhon lo obtenemos al calcular la suma de
los maximos valores del rango de las funciones:

fe)=2tgx, gl =tg*x, xel-7:7]

¢Cuantos hijos tiene Jhon?

moowp
= O W

0
RESOLUCION:
Del enunciado:
f(x) =2tgx
T T
Sl iy
_E < x < E
4~ T 4

Sacamos la tangente:
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tg (—%) < tgx <tg (%)
-1<tgx <1
Multiplicamos por (2):
—2<2tgx <2

-2 (x) <2
 Ran(f) = [-2; 2]
El maximo valor es 2.
Del enunciado:
g(x) = tg’x
g 7

rel-7i3

< x <

INE
N

Sacamos la tangente:

T T
tg (_Z) Stgx <tg (Z)
-1<tgx <1
Elevamos al cuadrado:

0<tg?x <1

0< glx) <1
~ Ran(g) = [0;1]

El maximo valor es 1.

Por lo tanto, el nUmero de hijos de Jhon es:

EPRUNSA

2+1=3

7. Determinar el rango de la funcién f, definida por:

32x2 T
fx) = —tgx, donde 0 < x < -

0; 2]
2:2]
1;3]

1; 2]

2;4]

~

O w >
— e

-

m O

RESOLUCION:
Para los valores de x:

0<x<

N

Las funciones:
y = x? y=tgx

Son crecientes, por lo tanto, f (x) también sera creciente.

Hallamos el rango usando:

Ran(f) = [£ (0 £ ()]
Fa) = 24 x

32(0)2
£(0) ==

F© =0
32 (%
r@- 24
f(5) =2

tg x

Mm

RPTA: B
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MATEMATICA

8. Elmer desea disefiar el logo que se muestra en el siguiente grafico:

f(

~ Ran(f) = [0; 2]

X2+ y2 =

4

Y)

)y

\

EPRUNSA

J naNuevalmagen

RPTA: A

Y <

A

I
I
I
I
|
I
I
I
1
I
|
I
I
|
I
I
I
|
1
I
I
I

Hallamos el area de la semicircunferencia:

! m(1)?

Area = (1)
2

~ Area = Em2

- >

Si las dimensiones estan en metros, determinar la cantidad de tela

que va a utilizar.

N N \V]

[0 [aN [Jw ]
N

moo®p
33 33

o g
3

RESOLUCION:

RPTA: B

La funcién tangente es impar por lo que existe simetria respecto a la
recta y = x, entonces trasladamos la regién sombreada:
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10.7 FUNCIONES TRIGONOMETRICAS INVERSAS: SENO, COSENO, Caracteristicas:
DOMINIO’Y RANGO. ’ - Dom (f) =[-1; 1]
10.7.1 FUNCION TRIGONOMETRICA INVERSA . T T
- Ran(f) = -3 —]

Una funcidn trigonométrica inversa es un conjunto de pares ordenados 2 -

de numeros reales (x; y), en los cuales la primera componente X es el - O=sx=lo O=arcsenx < 2

valor de alguna razén trigonométrica y la segunda componente Y es el - —1=x<0e —g <arcsenx <0

arco cuya razon trigonomeétrica es X. (Lumbreras, 2020) - fescreciente en (—1; 1)y es impar
10.7.1.2 FUNCION ARCO COSENO

10.7.1.1 FUNCION ARCO SENO

Es la funcion f:[-1; 1] - R
Es la funcion f:[—1; 1] > R s la funcion f: [ ]

Definid a 2
Definida por y = f(x) = arc sen x efinida pory = f(x) = arc cos x

T Siysoélosix = cosy
SiysoOlosix = seny

- Su gréfica es:
Su grafica es:

Yy = arccos x

y =arcsenx

1
A

1 15 x
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EPRUNSA

Uit ieseas

Caracteristicas:

- Dom () = [-1; 1]
- Ran(f) = [0; «]

T
- 0<x<1« OSarccosxS;
T
- —1<x<0« ESarccosxSrt

- f esdecreciente en (—1; 1)y es impar.

PROBLEMAS Y EJERCICIOS RESUELTOS:

1. Calcular el valor de la expresién:

arc sen <\/2—E> + arc cos (0)
K=

arc sen(1) — arc cos <\/2—§>

A. 3/4
B. 1/4
c.1

D. 9/2
E. 9/4

RESOLUCION:
De la expresion se sabe que:

Sif =arcsen(‘/—7)—>sen9:£_>g I
2 2 4
Siﬁ:arccos(O)ecos'B:o_),[gzg
Sip=arcsen(1) >senp=1- ¢ :g
Siw=arccos|—)>cosw=—->w=-
2 2 6
Reemplazamos las expresiones en K:

n m 3T
_+_ —_—
_4 2 _ 4
K=r—m=7
2 6 3

9

K=-

~ Elvalorde K esz
RPTA: E

2. Determinar el valor de la expresidn:

s V7
M = sen [E + arc sen <?>l

V2+/3

3
V2+/3

2
V2+/3

6
VZ+/21

6
V3+V7
6

o 0 ® P

m

RESOLUCION:
De la expresidn tenemos que:
V7 V7 m
6 = arcsen<? - senf = ?;9 € (0;—)
V7
Como arc sen( . ) resulta del sen 8 que es positivo, asi entonces 8
seria agudo.
Graficando:
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EPRUNSA

_-m

3
V7
(2]
X
Calculando “x” por el teorema de Pltagoras
x? + \/_ = 32

x =42

Luego tenemos que:

M = sen (E + 0)

6
Aplicando identidades compuestas se tiene:
T T
M = sen gcos 6 + cos gsene

Reemplazando valores, tenemos:

1\ (V2\  (V3\ (V7

w- () ()<
2/\ 3 2 3
_V2+421

6
V2+/21

~ El valorde M es
RPTA: D

3. Calcular el valor de:

1 V5
F = senq2ar ctg V3cos Earcsen?
AL
7
5. 2
¢ 1O
p. 22

E.—
7

RESOLUCION:
De la expresion se tiene que:

1 V5

sen{ 2ar ctg |V3cos Sarcsen—-

a
Entonces:

i (%)
Sia = arc sen 5 ) sena=—
Graficando y hallando los lados faltantes:

V5

2 3
L : . a_ 5
De la gréfica se tiene entonces que: cos > = 750
La expresidn queda:
a
sen {Zarc tg [\/gcos E]}




PRUNSA

T —

sen {Zarc tg [\/§

al
)

sen {Zarc tg

5 5

Si9=arctg(\/1_0)—>tg9=\/?0

Graficando:

De la expresidon nos queda: sen 26
Pero:

sen 20 = 2sen 0 - cos 0
Reemplazando:

(5 \(Y10\ 10Vi0 210
senZB-Z(m)<\/ﬁ>_ -

RPTA: E

4. Sea f una funcion definida por:
4 T
fx) = Farc senV3x—1+ 10

Determinar el dominio de la funcion.

S5
B.

i

1 3
b
o.[%:3]
E. [0; 1]
RESOLUCION:
Para el calculo del dominio se tiene:
V3x—1=>0
Entonces para la funciéon arc senv3x — 1, tenemos que v3x — 1 €
[0;1]
Evaluando:
0<+v3x—-1<1
0<3x—-1<1
1<3x<2
4L 2
N <3
Entonces:

12
s~ D =|=;=
om(f) [3 3
RPTA: A

5. Dada la funcién f definida por la regla de correspondencia:

f(x) = 4sen‘1J3xT—_5, siDom(f) = E%]

Entonces, el valorde V = aTH’ es:
A -1

B.0

C. 1

D. 2

E. 3
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RESOLUCION:
Calculando el dominio se tiene que:

3x-5 . s
Como /T > 0, para nuestra funcion f, tendremos que:

3x—5
X

€ [0;1]

Convirtiendo a desigualdad el intervalo se tiene:

3x —5
X
3x — 5

o
IA

<1

0= <1

&
IA
I

I
KR|lu
=
IA
I
\S}

v
v

IA

8 UIxRR|lUN
IA

IA
NI = N

Wl Uiw| = W
IA

Por lo tanto, el dominio sera:

55
Dom(f) = [5,5

PRUNSA

Como Dom(f) = E, %] entonces, se deducequea =3yb =2

Reemplazando en la expresién pedida se tiene:
_a+b_3+2_5

5 5 5

RPTA: C

Jooilooloz  NATEWATICA

6. Calcular el dominio de la funcién f, cuya regla de correspondencia

es:

f(x) = arc sen (x — 1) +3Vx—-1

2

1.3
-3:3]
[1; 3]

[0; 1]

moo®w »

RESOLUCION:

Para que la funcidn este definida en R, se cumple que:

1
-1<x-— E <1 A
1 e 3 i
2=%=7
Graficando en la recta numérica:

7

x—1=20

x=>1

<
—00 1 1

2

De la interseccidn se tiene que:

w

1<x<-—
2
Por lo tanto:

Dom(f) = [1;;]

RPTA: A
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s e vs lmagen

7. El grafico mostrado corresponde a la funcién cuya regla de

correspondencia es f(x) = A.arc csc(Bx), calcular A/B. Y
m
Y1
T ¥ = A.arc csc(Bx)
+ _3 -
3 X
—3 y = l.arc s¢n(Bx)
3 X
—IT
Para la funciéon y = A.arc sen(Bx)
K l)Bx € [— 11]$x€[—l —1-]
B’B
A. 2 Del gréfico: x € [—3; 3] ﬁ = = 3; entonces, B =§
B. 4
C. 6 ) arcsen(Bx) € [—= ] = A.arc sen(Bx) € B _ ”A] = yE
D. 8 [_ A TA
E. 10 TA
Del graﬂco: =y€l[-mn] = —_ = T por tanto, A = 2
RESOLUCION: Finalmente:
De la grafica: é -
B

RPTA: C

8. Si el dominio y rango de la funcién f(x) = a - arc sen(bx + ¢) +

. 11 7t 11w bcd
d son respectivamente: [_E’E] y [_?’T]’ hallar: sen( " ),
dondea>0,b>0

A.
B

NI
~ (&
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_-m

RESOLUCION:
Hallando el dominio:
Esindispensableque: —1 < bx+c <1

1 1
Pordato:—ESx Sg

Comparando e igualando:
—-1-c¢ - 1 l—cl 1
b 2 b 6

Resolviendo:

Hallando el rango:

Sabemos que: —g < arcsen(bx +c) < g
De donde:
ma
—7+d <a: arcsen(bx+c)+d <—2—+d
ma
——+d< B g
> +d<f(x) < > +
Por dato:
n - - 11m
=< f) < —
Comparando e igualando:
na_l_d _ T A na_l_d _117r
2 6 2 6

Resolviendo:

Sumando ecuaciones:

Luego:

2 6
Ta d_lln
2 6

21 =21
6
T 3
= — e d =
3 a
bed

RPTA: A
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